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Предисловие ко 2-й части. 

 

Вторая часть обзора посвящена кинетическим уравнениям для волн (и частиц) и получению на их основе степенных 

слаботурбулентных распределений. Эти существенно неравновесные распределения обладают определенной универ-

сальностью и часто реализуются в природе в условиях, когда источник и сток энергии (или других сохраняющихся 

величин) разнесены по частотам или длинам волн, и между ними формируется поток сохраняющейся величины по 

спектру, параметризующий распределения подобно тому, как температура параметризует равновесные распределения. 

Вторая часть может читаться практически независимо от первой. Напомним только, что используемые при опреде-

лении функции распределения нормальные координаты a и a* связаны с координатами  q и импульсами  p осциллято-

ров, описывающих волны, соотношениями вида: 2 ⋅ a p iq= − , что позволяет перевести сумму квадратов 2 2p q+ , 

входящую в гамильтониан, в разность квадратов  и факторизовать гамильтониан , сведя 

его к виду в зависимости от нормировки  или  (

2 ( )p iq− 2 / 2

a

2 2( )H p q= +

*H aa= *H aω= ω  − частота осциллятора), что значительно уп-

рощает все выводы.  

Изложение, достаточно подробное в начале этой части, становится все более конспективным в конце, что отчасти 

компенсируется подробными ссылками. Описание точных решений кинетических уравнений будет приведено в треть-

                                                 
1 В.М.Конторович. Часть Ι. Динамический подход. Радиофизика и радиоастрономия,  6, №3, с. 165-211, 2001, далее I.  

2 Сохраняется непрерывная нумерация разделов и ссылок на литературу вместе с первой частью обзора. 



ей части обзора. Точным методам посвящены Приложения, в которых обсуждается теоретико-групповая структура 

используемого подхода и выход за рамки кинетических уравнений при поиске степенных решений. 

9. Кинетические уравнения 

В первой части обзора [21a] мы видели, что взаимодействие волн во многом напоминает взаи-

модействие частиц. Эта аналогия еще более усилится, если мы рассмотрим не волны, а волнение, 

т.е. систему из большого числа волн со случайными фазами, напоминающую турбулентность. Но в 

отличие от классической турбулентности (в несжимаемой жидкости, где речь идет о вихрях) в 

случае волнения мы имеем дело с совокупностью (ансамблем) волновых пакетов, которые благо-

даря дисперсии движутся с различными скоростями, из-за чего их перекрытие оказывается весьма 

непродолжительным во времени, и результирующее взаимодействие оказывается слабым. В этой 

связи говорят о слабой турбулентности, описание которой оказывается аналогичным кинетиче-

скому описанию слабо неидеального газа. 

Характерная для слабой турбулентности малость энергии взаимодействия по сравнению с пол-

ной энергией волнения позволяет использовать теорию возмущений и описывать турбулентность с 

помощью замкнутых систем кинетических уравнений для функций распределения. 

Роль функции распределения играет величина, пропорциональная среднему квадрату амплиту-

ды волны с волновым вектором   (скобки означают усреднение по фазам волн): k

N a ak k= ∗
k                                                                           (9.1) 

(при дискретном наборе волновых векторов ). Действительно, в этом случае средняя энергия, 

вычисляемая по квадратичной части гамильтониана (т.е. без учета энергии взаимодействия волн) 

есть 

k

E= ω k k k
k

a a∗∑ .                                                                       (9.2) 

Эта величина имеет вид энергии идеального газа с функцией распределения (9.1), где  играет 

роль числа частиц с «импульсом»  , а частота волны 

Nk

k ωk играет роль их энергии. 

Нетрудно убедиться в том, что при  непрерывном спектре связь между коррелятором (ком-

плексных) нормальных координат и функцией распределения принимает вид 

( ) ,a a N δ∗
′ ′= −k k k k k                                                                 (9.3) 

где δ  - функция выражает однородность системы, а суммирование заменяется интегрированием. 

Кинетическое уравнение (КУ) 

 { }N I Nстk k− 0=                                                                        (9.3') 

представляет собой уравнение баланса частиц в фазовом пространстве. Взаимодействие учитыва-

ется интегралом столкновений , вид которого определяется наиболее вероятными процес-

сами, допускаемыми законами сохранения энергии, импульса (а если число волн-частиц сохраня-

{ }I Nст



ется, то и числа волн). КУ могут быть получены непосредственно из уравнения движения. Вывод 

этот несколько громоздок. Между тем простой физический смысл КУ в терминах частиц позволя-

ет его выписать непосредственно (используя квантовые представления [21b], когда речь зайдет об 

аналогии с волнами). 

Рассмотрим вначале  классическое КУ Больцмана, учитывающее парные столкновения между 

частицами. В отсутствие столкновений функция распределения ( )f r p, , t , описывающая газ частиц 

без внутренних степеней  свободы, сохраняется вдоль траекторий частиц в фазовом ( )r p, - про-

странстве. Это означает, что полная (стоксова) производная от ( ) ( )( )f t t tr p, , , где ( )r t  и ( )p t  оп-

ределяются (гамильтоновыми) уравнениями движения частицы ( ,= =r v p F
i i

, где  − скорость час-

тицы, а  F− действующая на нее сила), равна нулю: 

v
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∂
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p
p

0                                                             (9.4) 

Учет столкновений приводит к тому, что вместо нуля в правой части  (9.4) возникает некоторый 

функционал  

{ }Df
Dt

f
t

I f
ст

ст=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ≡

∂
∂

,                                                                 (9.5) 

где скорость изменения функции распределения за счет столкновений выписывается из простых 

вероятных соображений. А именно, считаем сталкивающимися две частицы, у которых в данный 

момент  оказались близкими их координаты t r1 2, .r≈  Вероятность столкновения найдем как ве-

роятность двух независимых событий оказаться каждому из партнеров «в одной точке» с им-

пульсами  p  и  p

r

1: 

( ) ( )f t f t d dr p r p p p, , , , .1 1

d ,1

                                                            (9.6) 

Так как прицельное расстояние у сталкивающихся частиц при этом не фиксируется и может быть 

произвольным, то результат столкновения записывается также в вероятностных терминах. А 

именно, процессу рассеяния соответствует вероятность 

                                                    (9.7) ( )w ff d d dp p p p p p p p, / ,1 1 1 1′ ′ ′ ′

где , ( )f f t= r p, , ( )f f t1 1= r p, , , а  - условная вероятность (в единицу времени) перехода из ис-

ходного состояния  в конечное 

w

p p, 1 ′ ′p p, 1 . (Разумеется, это отвечает некоторому определенному 

расстоянию в динамике взаимодействия). 

Учитывая, что в силу симметрии относительно обращения времени обратному процессу соот-

ветствует та же вероятность , а вероятность соударения при этом равна , получаем для 

полного баланса приходов и уходов в данный элемент фазового  объема: 

w ′ ′f f1



( )1 1 1,cт 1.I d f f ff w d d d dτ τ′ ′= − = ′ ′∫ p p p                                       (9.8) 

Это и есть интеграл столкновений Больцмана. Равновесное распределение 

 0
Tf Ae
ε

−
=                                                                                    (9.9) 

обращает его в нуль в силу того, что  должно являться решением КУ, а стоксова производная в 

пространственно однородном случае (а также в потенциальном внешнем поле, если 

f 0

ε  включает 

соответствующую потенциальную энергию) зануляется равновесным распределением . (Темпе-

ратура  T (в энергетических единицах) и нормировочная константа A параметризуют распределе-

ние). Это рассуждение можно обратить и использовать для нахождения  как решения, обра-

щающего в нуль интеграл столкновений (ИС). Впоследствии подобный подход будет использован 

для нахождения стационарных, но неравновесных распределений, обращающих ИС в нуль при 

других условиях в нуле и на бесконечности по энергии. 

f 0

f 0

Учтем, что в силу выполнения  законов сохранения энергии (упругие столкновения) и им-

пульса,  вероятность перехода содержит соответствующие δ - функции 

( ) ( )
1 1 1 1/ / 1 1 1 .w U 1δ δ ε ε ε ε′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + − − + −pp p p pp p p p p p p ′−                               (9.10) 

Благодаря этому, распределение  вида (9.9) очевидно зануляет ИС: f 0

( )A e eT T2
1 1

1 1

0
−

+
−

′+ ′

−
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + − ′ − ′ =

ε ε ε ε

δ ε ε ε ε .  

Прежде  чем перейти к волнам, рассмотрим квантовое обобщение ИС Больцмана для ферми-

частиц (например, электронов). В силу принципа Паули, который запрещает  находиться в одном 

и том же состоянии двум электронам, вместо (9.7) запишем (опуская здесь индексы у  w) 

( )( )1 1 1w ff f f1′ ′⋅ ⋅ − − ,                                                                (9.11) 

где два последних множителя представляют собой вероятности иметь конечное состояние свобод-

ным. Такая запись предполагает вполне определенную нормировку распределения, а также фикси-

рованное значение спина, который для нас не существенен. Для независящего от спина распреде-

ления появится просто дополнительный множитель 2 (результат суммирования по спинам), кото-

рый мы можем включить в вероятность w. 

В итоге ИС приобретает вид 

( )( ) ( )( ){ }ф
1 1 11 1 1 1ст 1 .I d w f f f f ff f fτ ′ ′= ⋅ − − − − −∫ ′ ′                                    (9.12) 

Непосредственной подстановкой проверяем, что равновесное фермиевское распределение 
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(нормировка достигается за счет химического потенциала μ ) обращает в нуль  : I ст
ф
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Для волн (которые являются Бозе-частицами с квантово-механической точки зрения) при напи-

сании КУ вместо принципа Паули необходимо учесть открытое Эйнштейном вынужденное излу-

чение. А именно, вероятность перехода в конечное состояние складывается из двух слагаемых: 

спонтанного и вынужденного, причем последнее пропорционально числу волн (частиц) в конеч-

ном состоянии. Именно этот эффект ответственен за феномен лазера (или мазера), который кстати 

был создан (а еще позже  обнаружен в естественных условиях в космосе) на полвека позднее от-

крытия Эйнштейна. При соответствующей (квантовой) нормировке это означает, что ИС для бозе-

частиц будет иметь вид: 

( )( ) ( )( ){ }I d w f f f f ff f fст
Б = ′ ′ + + − + ′ + ′∫ τ 1 1 11 1 1 1 1 .                            (9.15) 

Равновесное распределение есть 
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Переход к классическим частицам в обоих случаях означает, что при квантовой нормировке ве-

роятность найти частицу в данном состоянии мала . При этом оба распределения (9.13) и 

(9.16) переходят в (9.8). Переход же к волнам для  (9.16) означает, что . При этом  

переходит в  (для процессов рассеяния): 

1f

1Бf N≡ I ст
Б

I ст

{ }
( ) (

I d w N N N NN N NN N NN N

w U

ст = ′ ′ + ′ − ′ − ′

= + − − + − −

∫ τ

δ δ ω ω ω

1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3

,

.k k k k )ω

1                              (9.17) 

В силу однородности этого выражения по N  нормировка здесь уже может выбираться классиче-

ским способом. 

Выражение (9.17)  соответствует нераспадному закону дисперсии волн. Нетрудно понять, 

что распадные процессы (распады и слияния волн) приведут аналогичным образом к интегралу 

столкновений: 

{ }
( ) ( )

1 2 1 2

ст 1 2 1 2

/ / 1 2 1 2 1

,

, ,

I d w N N NN NN cycle bicycle

w U d d d

τ

δ δ ω ω ω τ

= − − − −

= + − + − =
∫

k k k k k k k k k k k 2

              (9.18) 

где cycle означает циклическую перестановку индексов в функциях распределения и вероятности 

перехода. К анализу следствий, вытекающих из КУ для волн (и частиц) мы вернемся ниже. 



 

10. Слабая турбулентность 

Турбулентность возникает в результате развития неустойчивостей ламинарного движения и ха-

рактеризуется возбуждением большого числа степеней свободы. В несжимаемой жидкости − это 

набор сильно взаимодействующих между собой вихрей. В такой среде как плазма могут возбуж-

даться самые различные типы волн (лэнгмюровские, ионнозвуковые, альфеновские и т.п.), причем, 

в отличие от вихрей в жидкости, волны в плазме обладают существенной дисперсией скоростей 

распространения. Благодаря этому их взаимодействие может быть достаточно слабым. Такое со-

стояние принято называть слаботурбулентным. Оно может осуществляться и в гидродинамике и 

хорошо всем знакомо по движениям взволнованной поверхности моря (слабой турбулентности 

соответствует волнение без образования «барашков»). 

В этих условиях хорошо определенными объектами становятся волновые пакеты − квази-

частицы, динамика которых определяется их законом дисперсии ( ) .ω k  Такую систему, благодаря 

слабой связи между волновыми пакетами, удобно рассматривать как слабо неидеальный газ, взаи-

модействие в котором носит характер столкновений, а их можно описывать с помощью КУ для 

функции распределения. В ряде случаев удается найти точные стационарные решения этого урав-

нения, соответствующие колмогоровским распределениям с постоянными потоками (энергии, им-

пульса, квазичастиц) по спектру турбулентности и тем самым получить достаточно полное стати-

стическое описание. 

       При постановке задачи о турбулентном распределении в КУ (9.3’) необходимо ввести источ-

ник  и сток Γ : Dk k

{ } .N I N Dстk k k− = − kΓ                                                            (10.1) 

Источник может быть связан с инкрементом γk  неустойчивости Dk k= N kγ , сток − с конечным 

временем жизни квазичастиц, например, из-за молекулярной вязкости . Существен-

но, что источник и сток предполагаются значительно разнесенными в -пространстве, благодаря 

чему возникает поток энергии из области источника в область стока. (Возможно возникновение 

потоков других сохраняющихся величин: числа квазичастиц при нераспадном законе дисперсии, 

импульса в анизотропных распределениях, энстрофии в двумерной системе [23c] и т.д.). 

2( 2 k NνΓ =k )k

k

В инерционном интервале, расположенном между областями источника и стока, определяю-

щими являются нелинейные взаимодействия волн, и главным членом КУ становится интеграл 

столкновений. При этом для стационарного распределения уравнение принимает вид 

{ }I Nст k = 0.                                                                       (10.2) 



Источник и сток можно считать находящимися в нуле и на бесконечности. Они играют роль гра-

ничных условий, отбирая решения КУ, соответствующие постоянству потока через инерционный 

интервал. С этой точки зрения решения представляют собой промежуточные асимптотики [21d]. 

Величина потока определяется мощностью источника. Постоянство потока является очевидным 

следствием КУ. Например,  для потока энергии  Р  имеем (α  − размерность k  -пространства) 

{ }∂
∂

ωαP
k

k I Nk ст= − =−1 0k                                                         (10.3) 

в соответствии с уравнением непрерывности для энергии: E P kk + =∂ ∂ 0 , . Ре-

шению  уравнения 

( )E k k Nk= −α ω1 k

N k { }ст 0I N =k  соответствует P = const . Разумеется, кинетическое уравнение 

описывает не только существенно неравновесные турбулентные состояния, но и состояния, близ-

кие к тепловому равновесию. При этом источник и сток отсутствуют и равновесным решениям 

уравнения (10.2) отвечает поток, равный нулю. 

     Выяснить физический смысл решения (а иногда и получить его) можно, используя соображе-

ния размерности. 

Обратимся к выражению для энергии (9.2) (удобно отнести ее к единице массы, разделив на  

плотность среды  ρ ) 

E .d a aω
ρ

∗= ∫ k k kk                                                        (10.4) 

Тогда, учитывая определение , имеем N k

( )
( ) ( )E

2π ρ
ωα αL

d N d k E k d E= = =∫ ∫k k k ,ω ω∫                                    (10.5) 

где  и ( )E k ( )E ω  спектральные плотности энергии в пространстве волновых чисел и частот соот-

ветственно,  −  размер системы. Отсюда следуют размерности ( −  длина,  −  время): L l t

[ ] ( )[ ] ( )[ ] [ ]N l t E k l t E l t P l t= = = =− − − − −5 1 6 2 5 1 5 3, , ,α αω − − ,α                     (10.5) 

размерность Р определяется уравнением непрерывности. Если в задаче отсутствуют характерные 

времена и длины (мы для краткости ниже будем говорить при этом о полной автомодельности), то 

единственная величина размерности длины есть k −1 , а времени . ω −1

Напомним, как из соображений размерности получается спектр турбулентности несжимаемой 

жидкости. У вихрей собственные частоты равны нулю. Поэтому спектральная плотность ( )E k  

должна быть построена лишь из потока Р  и волнового числа k (в силу локальности): ( )E k P ka b= . 

Отсюда, сравнивая размерности и находя отсюда значения коэффициентов a и b, получаем спектр 

Обухова-Колмогорова 

( )E k P k= −2
3

5
3 .                                                                           (10.6) 



В случае волновой турбулентности одних соображений размерности недостаточно, так как здесь 

мы имеем дело с системой распространяющихся волн и кроме волнового числа есть еще один па-

раметр − их скорость (или частота). Однако, в случае слабой турбулентности справедливо КУ, из 

которого вытекает связь между N и Р. Для распадного спектра, когда 2
ст
распI N∝ , отсюда следует 

1
2N P∝ . Остается определить зависимость N  от k и ω , а здесь уже соображений размерности 

оказывается достаточно: 
1

2расп a bN P ω=k k . Получаем, таким образом, 

 N P kаспр .= − −
+

1
2

1
2

5
2ω

α

                                                               (10.7) 

Для капиллярных волн на глубокой воде ω = k
3

2 , α = 2 , откуда (10.7) приводит к спектру Захаро-

ва и Филоненко N P kk = −1
2

17
4  [8a].  

Рассмотрим теперь нераспадный спектр (например, гравитационные волны на глубокой во-

де3). При этом есть новая сохраняющаяся величина − число частиц. Поэтому наряду с решениями, 

в которых сохраняется поток энергии, возможны решения КУ, в которых сохраняется поток час-

тиц по спектру [2d]. 

При полной автомодельности в случае постоянного потока энергии из соображений размерно-

сти имеем 

N P kне асп
k

р .=
−

+
1

3
10

3
α

                                                                   (10.8) 

Для гравитационных волн на глубокой воде ( 2)α = получаем спектр Захарова и Филоненко 

N P k= −1
3 4  [8a]. Решение с постоянным потоком частиц  [2d] получается отсюда заменой Р на Q

Q kω : 

 N Q kне асп
k

р .=
−

+
1

3
10

3
1

3ω
α

                                                              (10.9) 

Степень 1/3, в которой входит поток, определяется видом интеграла столкновений КУ  

( { } 3
ст,P Q I N N∝ ∝ ). 

Для интерпретаций распределений необходимо рассматривать плотности потоков в k-

пространстве. Здесь весьма удобной оказывается электростатическая аналогия. Введем плотность 

потока энергии ( )q k  равенством 

( ) { }стdiv .I Nω= −k kq k k

                                                

                                                           (10.10) 

Из КУ в стационарном случае следует тогда 

 

3 КУ с источниками и стоками для гравитационных волн на поверхности жидкости впервые рассматривалось 
К.Хассельманом [21e]. Современному состоянию вопроса посвящены обзоры [22].  



( )div ,D= kq k                                                                      (10.11) 

где Dk − источник (сток) энергии, локализованный вблизи начала координат в k-пространстве. В 

инерционном интервале (большие расстояния от источника и стока) играют роль лишь его низшие 

мультипольные моменты. Если считать rot 0=q , то  играет роль поля, а q ( )~D 4π ρ= k − плотно-

сти заряда. Точечный заряд Р в начале координат ( )( )Pρ δ= k  согласно теореме Гаусса порождает 

постоянный поток (энергии). Для плотности потока справедлив закон, аналогичный закону Куло-

на. Диполь  приводит к постоянному потоку импульса. Потоку частиц соответствует свой «за-

ряд»  в начале координат. Эти распределения могут быть найдены не только из соображений 

размерности, но и как точные решения КУ, что является существенным результатом теории сла-

бой турбулентности (см. Приложение III и работы [2,8]), и будут подробно рассмотрены в третьей 

части обзора. 

d

Q

11. Взаимосвязь равновесных и потоковых слаботурбулентных распределений 

Идеи (слабой или волновой) колмогоровской турбулентности были распространены на новые объ-

екты [23a], и это привело к результатам важным для понимания структуры самих слабо-

турбулентных потоковых спектров. Мы ограничимся изотропными спектрами4, как ввиду их про-

стоты, так и той роли, которую они играют в астрофизических приложениях. В примерах из гид-

родинамики (волнение на поверхности жидкости)  и физики плазмы (ленгмюровская турбулент-

ность) квазичастицы представляли собой волновые пакеты, и речь шла о взаимодействии волна—

волна, которое для нераспадного спектра сводилось к рассеянию. Сохранение, наряду с энергией, 

числа волн (волнового действия) приводило к двум различным степенным турбулентным спект-

рам, один из которых соответствовал потоку энергии, а другой — потоку числа квазичастиц через 

инерционный интервал [2, 8]. Оба этих спектра находились как решения, обращающие в нуль ИС 

(наряду с равновесным распределением). Этот же подход был распространен на плазменные сис-

темы со взаимодействием волна-частица. Связанная система КУ содержит при этом ИС, по-

прежнему имеющие структуру (9.12), (9.15), причем для частиц в выражении квf   при фермиев-

ской статистике возникают множители (1—п) вместо множителей (1+N) для волн. В классическом 

пределе  ( )  имеем  1n

( ) ( )1 1 .f N N n N N n′ ′ ′ ′ ′= + − +kp | k p k k p k k p    (11.1) 

                                                 

4 Дрейфовые отклонения от изотропных распределений см. в [8d]. Слабая турбулентность волн в замагниченной 
плазме (с учетом возникающей анизотропии) рассмотрена в [23b]. 



Стационарные решения системы КУ приводят к степенным спектрам как для волн, так и для час-

тиц 5 (при наличии потока по их спектру). Рассматривались с этой точки зрения и процессы том-

соновского и комптоновского рассеяния. Наконец, колмогоровские спектры частиц обсуждались 

для взаимодействия частица - частица [23d]. В частности, были получены степенные распреде-

ления частиц, которые формируются за счет обычных кулоновских соударений в отсутствие взаи-

модействия с волнами и, более того, способствуют затуханию волновых движений и расширению 

области существенно «столкновительной» плазмы. Здесь физическая картина уже очень далека от 

гидродинамической турбулентности, но формальная аналогия в духе слабой турбулентности пол-

ностью сохраняется. Остается справедливым и выражение для слаботурбулентных потоковых рас-

пределений. При этом в силу  для частиц следует 1n
1 2 3| 2 3 .1f n n nn= −pp p p  Степенные распреде-

ления частиц прежде всего сказываются на тех свойствах среды, которые чувствительны к нали-

чию быстрых частиц: затухание Ландау, скорости ядерных реакций, критерий Лоусона и т. п. Од-

нако в подобных вопросах важна уже структура распределения при значительной доле тепловых 

частиц. Она выяснена на более простом примере спектра, формируемого томсоновским рассея-

нием, когда КУ носит дифференциальный характер (см. ниже). 

Распределения с потоком и температурой (на примере взаимодействия электронов и излуче-

ния). Существование равновесных и турбулентных стационарных решений у КУ поставило во-

прос о том, каким должно быть распределение при совместном воздействии термостата, форми-

рующего равновесный, и источника, формирующего турбулентный спектр. Достаточно простой и 

важный пример излучения, рассеиваемого равновесными нерелятивистскими электронами (иг-

рающими роль термостата с температурой ), при наличии потока от источника фотонов позво-

ляет провести аналитическое исследование задачи. Оказывается, что одновременное наличие по-

тока и температуры приводит к формированию единого распределения, вид которого существенно 

зависит от соотношения между потоками и температурой [23e]. Типичным для него является воз-

никновение промежуточной асимптотики [21c], существенно искажающей «хвосты» распределе-

ния при самых малых потоках. При нерелятивистских энергиях электронов изменение частоты 

фотона при рассеянии мало 

eT

( 1V cω ωΔ ∼ ) , так что фотонное КУ  из интегрального становится 

дифференциальным. Соответствующее уравнение Компанейца [23f] для имеет вид kN N≡

( ) ( ) ( )4
2

1 , eT NN q q N
h

ν ν ξν
ν ν ν

∂ ∂ 1 .N⎡ ⎤= − = − + +⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
   (11.2) 

                                                 
5 Степенные спектры нейтронов, соответствующие постоянному потоку частиц по спектру, обсуждались Ахиезером и 

Померанчуком еще в 1948 г. [23c], причем рассматривалось рассеяние нейтронов на ядрах, описываемое КУ. 

 



Здесь q — поток фотонов в пространстве частот 2ν ω π= , h — постоянная Планка, коэффициент 

ξ  определяется через томсоновское сечение σ  и концентрацию электронов п. Член с N 2 описыва-

ет индуцированные, остальные — спонтанные процессы. Рассмотрим стационарное состояние, со-

ответствующее постоянному отрицательному потоку 4( )q νξ≡ − . Оно описывается уравнением  

4
2 ,eT N N N

h
ν

ν ν
∂ ⎛ ⎞+ + = ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

     (11.3) 

из которого видно, что единственным параметром является отношение корня четвертой степени из 

потока к температуре eh Tς ν≡ . При малом потоке ( )1ζ  решение имеет вид слабовозмущенного 

планковского распределения, от которого отрастают в области малых [23f] и больших [23e] частот 

степенные хвосты (см. рис.1): 

( ) ( ) ( ) ( )(2 4; le
h

T
k e k eN T h N e T

ν

)n 1 .ν ν ν ν ζν ν ν ν ζ
−

+ ≤ + ≥   (11.4) 

(Полное решение см. в [23e].) При этом область частот, занимаемая степенными асимптотиками, 

существенно зависит от величины потока. С ростом потока она также растет, и при большом зна-

чении потока эти асимптотики смыкаются, «съедая» равновесную часть распределения. Образует-

ся бистепенной спектр, который следует из (11.3) при Те → 0: 

( ) (41 1 4 1 , .2kN )eT hν ν⎡ ⎤= + −⎢ ⎥⎣ ⎦
ν     (11.4) 

Бистепенной вид спектра связан с одновременным учетом как спонтанных, так и индуцированных 

процессов. Распределение (11.4) является нормируемым, соответствующее ему полное число фо-

тонов конечно. Каждая из степенных асимптотик может быть найдена независимо с использовани-

ем свойств симметрии КУ. В этой связи рассмотренный пример решения уравнения Компанейца 

интересен и для теории турбулентности, так как наглядно демонстрирует, как степенные асимп-

тотики входят в полное решение. Рассеяние частиц на излучении при наличии потока может фор-

мировать и степенные спектры релятивистских частиц, обсуждавшиеся в связи с проблемой объ-

яснения степенных спектров космических лучей. Для релятивистских электронов с распределени-

ем по импульсам возникает степенная асимптотика с индексом γ = 2 в дифференциальном про-

странственном потоке частиц 

pn

3
pc n d p d γε ε −⋅ ∼ . Заметим, что комптоновский спектр электронов с 

γ = 2 является весьма универсальным — он получается без каких-либо специальных предпо-

ложений о виде фотонного спектра [23g]. В частности, он может устанавливаться за счет рассея-

ния на реликтовом излучении. 



Плазменный турбулентный реактор (ПТР) — пример турбулентной системы с потоком по 

спектру. Под ПТР понимают систему релятивистских электронов с энергиями  и излуче-

ния, рассеиваемых и удерживаемых турбулентной плазмой. Процессом, определяющим распреде-

ления электронов и фотонов, является рассеяние с превращением плазменного колебания частоты 

2mcε

0ω  в поперечную электромагнитную волну с частотой ( )22
0 .mcω ω ε∼  Плазменная турбулент-

ность является заданной и играет роль некоторого статистически однородного и стационарного 

внешнего поля, разрешающего основной процесс рассеяния. Уравнения ПТР получаются разложе-

нием КУ вида (9.12), (9.15) по малой передаче электронного импульса при рассеянии с учетом до-

плеровского преобразования частоты и содержат усредненную вероятность перехода u, зависящую 

лишь от отношения 2ω ε , где ω  измеряется в единицах 0ω , а энергия в единицах . Так как 

рассматривается один и тот же процесс, то каждое из КУ для распределения фотонов N

2mc

k и элек-

тронов np  содержит одну и ту же комбинацию функций распределения N n nω ε∂ ∂ + , умножен-

ную на ( 2u )ω ε и плотность электронных состояний 2ε . Величина и пропорциональна энергии 

плазменной турбулентности. Т.о. уравнения ПТР имеют вид [23h] 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
2 3

0 0

1 1, ; , ; , .p kn d S N d S S u N nω ω ε ω ω ε ω ε ε ω ε ω ε
ε ε ω

∞ ∞∂
= = =

∂ ∫ ∫ n∂ ∂ +   (11.6) 

Эти уравнения допускают два стационарных степенных решения. Одно из них, выраженное через 

индексы 2
pn γε ε −∼  и 3 N αω ω−∼ , соответствует  2γ =  и 5 2α = − , другое — индексам 3γ =  и 

5 2α = − . Первое из них соответствует постоянному потоку числа релятивистских электронов [23h, 

i], направленному в сторону больших энергий, а второе представляет собой решение с постоянным 

потоком энергии по спектру как электронов, так и фотонов, причем суммарный поток направлен в 

сторону малых энергий [23i]. Не останавливаясь на астрофизической стороне дела [23h], отметим, 

что потоки в ПТР должны создаваться источниками, сторонними по отношению к турбулентной 

плазме. Скорее всего, при этом должны формироваться неоднопотоковые спектры [23a]. 

Направление потоков по спектру и нормировка распределений. Различные турбулентные ре-

шения требуют для своей реализации определенного расположения источников в соответствии со 

знаками потоков. Определение направления потоков на степенных спектрах может быть произве-

дено в общем виде [8f]. При этом удобно использовать выражение для потока частиц 0Q J= через 

производную по показателю степени от интеграла столкновений [23k] и аналогичное условие для 

потока энергии P=J1. Анализ существенно упрощается, если воспользоваться конформной сим-

метрией и перейти к факторизованной форме записи  Icт на степенных распределениях. Соотноше-



ние между потоком и спектром вида ( )
турб

ii s
iN Aω= ( i = 0 или 1 в зависимости от сохранения потока 

частиц или энергии) для процесса рассеяния вида 1 2 3ω ω ω ω+ + , приобретает вид: 

( )
3

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3ln ln ln ln
4

s s s s s i i i ii
i

is s

A
J d wτ ωωω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω ω

β
− − − −

=
= ⋅ + − − × + − −⎡ ⎤ ⎡⋅ ⎣ ⎦ ⎣∫ ⎤⎦

3

.   (11.7) 

Здесь 1 2d d d dτ = k k k , w – вероятность рассеяния. Выяснить знак потоков с помощью этого выра-

жения можно без фактического вычисления интегралов (разумеется, необходимого для вычисле-

ния нормирующего множителя  ci  в связи  
1

3
i i iA Jc= ). Результат определяется только индексами 

распределения s и степенью однородности закона дисперсии β : ( )0 0 0sign sign 1 ;J s sβ= − +  

( )1 1 1 0 1sign sign 1 ; 1 3J s s s sβ= + = + . Знак потока меняется, если индекс проходит через значения 

s = 0, и -1, отвечающие степенным асимптотикам равновесного спектра волн ( )равнN T ω μ= + . 

Направлены ли потоки энергии и числа волн в одну сторону или противоположны, определяется 

расположением значений индексов распределений s0 и  относительно указанных «критических» 

значений 0 и -1. Как правило, потоки могут быть направлены только в разные стороны, причем 

для  β > 0 поток числа волн направлен в сторону длинных, а энергии − в сторону коротких волн. 

Для систем гидродинамического типа это отмечалось Захаровым и связано с «вымерзанием» взаи-

модействия при 

1s

λ → ∞ , что приводит к значениям 1s < − . Аналогичный анализ для частиц, опи-

сываемых интегралом столкновений Больцмана, приводит к условиям  0 0sign signJ sβ= − , 

1 1 0 1sign sign ; 1 2.J s s sβ= = +  Особым является случай активационного закона дисперсии.  

     Определение направления потока тесно связано с нормировкой турбулентных распределений, 

которые, как правило, не соответствуют конечным плотностям (числам частиц) или энергиям при 

растяжении инерционного интервала на всю полуось энергий (частот). Эти распределения допус-

кают нормировку на поток по спектру, если на них сходятся сами интегралы столкновений (т. е. 

выполнено условие локальности). Прямые вычисления в простейших случаях (например, для акус-

тической турбулентности [8c], для капиллярных волн на мелкой воде и др.) подтверждают, что 

безразмерный нормировочный коэффициент — порядка единицы. Для кулоновского спектра час-

тиц с потоком энергии он обратно пропорционален кулоновскому логарифму [23k,m]. 

12. Кинетическое уравнение Смолуховского и слияния галактик. 

Долгое время считалось, что после своего образования в результате развития гравитационной не-

устойчивости (из газового протогалактического облака), галактики эволюционируют сугубо инди-

видуально. Наблюдательные данные последних трех десятилетий, в особенности, данные косми-

ческого телескопа Хаббла и крупнейших наземных телескопов, дают убедительные доказательства 



определяющей роли слияний в космогонии галактик. Выход обзоров Кенникута, Швейцера и 

Барнса [24a], посвященного взаимодействию и слиянию галактик и вызванному им индуцирован-

ному звездообразованию (около 1000 ссылок и более 200 иллюстраций!) позволяет опустить опи-

сание соответствующей библиографии и наблюдательных аргументов в пользу слияний. 

Корреляция между активностью галактик и их взаимодействием и слияниями также 

является сейчас уже хорошо установленным наблюдательным фактом [24b,c, 9c]. Малая 

концентрация квазаров и радиогалактик позволяет возникать им даже за счет очень редких 

соударений или слияний. Активные галактики могут играть роль удобного маркера при 

исследовании вопроса о слияниях. Примером может служить обрыв в распределении квазаров при  

красных смещениях zcr≈2−3, который может означать момент" сборки" массивных галактик из 

менее массивных блоков6, соответствующий "взрывной" эволюции, свойственной процессу 

слияния галактик (см. ниже).  

 Вероятность слияния галактик.  Поскольку за неупругость столкновения, приводящую к слия-

нию, ответственны быстро убывающие приливные силы в бесстолкновительной звездной подсис-

теме галактик, для слияния необходимо их тесное сближение (вплоть до перекрытия). При боль-

шой относительной скорости галактики пройдут друг сквозь друга даже при полном пересечении. 

Сечение слияний используем в виде ( ) ( )2
1 2 1R R ( )σ π γ ϕ= + + γ , где 2 2

gV Vγ ≡ − параметр фоку-

сировки, а функция ( ) 1ϕ γ →  при γ → ∞ ; ( ) 0ϕ γ →  при 0γ →  и зависит от модели слияния. 

Простейший вариант критерия слияния: минимальное расстояние между сталкивающимися галак-

тиками меньше суммы их радиусов (R1 + R2), а относительная скорость на бесконечности меньше 

скорости убегания gV . Это приводит к следующему выражению (выписываем только зависимости 

от масс) для коэффициента коагуляции  U vσ≡ , где черта означает усреднение по скоростям га-

лактик:  

( )( ) ( )

( ) (
1 1 2 1 2

2
2 1 2

, большие массы

. малые массы

c M M M M
U

c M M

β β
β+

⎧ + +⎪= ⎨
+⎪⎩ )

              (12.1) 

 Здесь радиус галактики R связан с еë массой М соотношением R CM β= ( 1 3β =  соответствует 

постоянной плотности, 1 2β =  − наблюдаемым законам Фабера-Джексона и Талли-Фишера). Для 

функции  ( )1 2,U M M   удобно ввести ее степень однородности u и показатели и1,2, описывающие 

ее асимптотики при сильно отличающихся массах:  , 1
1 2
u uU M M∝ 2

1 2M M , 1 2u u u+ = . 

                                                 

6 Недавнее обнаружение в сверхглубоком поле Хаббла древних и в то же время массивных галактик  может внести 
изменения в этот сценарий. 



Очевидно, что для (12.1) , а 1 0u = 2 2u u= =   для bM M  и 1 β+  для bM M  , где  bM  

разделяет области больших и малых масс. Заметим, что именно параметры и1,2 (т. е. асимптотики  

U) определяют асимптотики источника  в уравнении для функции светимости (ФС) квазаров (см. 

ссылки в [24c]). Поскольку скрытая масса (темное вещество), также бесстолкновительна, в 

простейших схемах, по-видимому, можно не отделять темную материю от светящейся, если 

считать гало индивидуализированными для галактик.  

Функция масс. Если массивные галактики преимущественно образуются в результате слияния 

менее массивных, то этот процесс отражает их распределение по массам [24d] − функция масс 

(ФМ). Вычислить такую функцию можно, например, если ограничиться парными слияниями, 

решив описывающее её уравнение Смолуховского (УС): 

( ) [ ]1 2 12 1 2

,
M

f M t
dM dM U f f cycle bicycle

t
δ

∂
= −

∂ ∫ −

)

  .            (12.2) 

Здесь  (1 1 ,f f M t≡ и т. д., ( 1 2M )M M Mδ δ≡ − −  −  дираковская  δ -функция, выражающая закон 

сохранения массы при слияниях,  − коэффициент коагуляции (12.1). В случае обобщенного УС 

(см. ниже) мы будем считать выполняющимся также закон сохранения углового момента. Законы 

эти отнюдь не очевидны, но с удовлетворительной точностью подтверждаются численными экспе-

риментами. Выход за эти рамки, как и за рамки КУ требует использования значительно более 

изощренного математического аппарата, который применительно к интересующему нас кругу 

задач еще только развивается (ср. [24e]). В то же время, как известно, КУ хорошо описывают 

ситуацию и шире формальных рамок применимости. Отметим, что между подходом Пресса и 

Шехтера [24f], использующим ренорм-групповую перенормировку масштаба, и кинетическим 

подходом также имеется связь. С точки зрения кинетики, в этом подходе описывается результат 

многих слияний ближайших соседей с вероятностью, не зависящей от масс. 

12U

"Взрывная" эволюция галактик. В случае галактик весьма существенной оказывается 

зависимость U от масс, которая приводит, в частности, к взрывной эволюции ФМ. Стокмайером 

было открыто применительно к полимеризации, а затем последовательно переоткрывалось в дру-

гих областях физики [25] необычное поведение решения УС при u >1. В этом случае в системе 

происходит нечто близкое к фазовому переходу: за конечное время устанавливается 

квазистепенное распределение 

( )crt

M α−Φ ∝  вплоть до формально бесконечных масс  ("взрывная" 

эволюция). Достаточно подробное исследование взрывной эволюции в связи с образованием 

центральных массивных cD-галактик в группах, эпохой рождения квазаров, эффектом 

Бутчера−Эмлера «покраснения» галактик на определенных красных смещениях и т.п. было 

проведено в работах римской и харьковской групп [26]. В системе No галактик с массами 0M  это 



время равно7 ( )0 0
u

cr u ut c N Mξ= , где соответственно  для 0.002, 0.26, 0.1uξ = 2, 4 3, 3 2u = . 

Появление при этом относительно крутой промежуточной асимптотики ( 2α ≈ ) легко может быть 

понято из следующих аргументов. Оба полученные численно значения для индексов (α  ~ 1.9 для 

u = 4/3 и α ~ 2.1 для u = 3/2) находятся между (и + 2)/2 и (и + 3)/2. ФМ с α  = (и + 3) /2 

соответствует постоянному потоку массы вдоль спектра масс до бесконечности, то есть к cD-

галактике в нашем случае. (Решения с постоянным потоком сохраняющейся величины аналогично 

колмогоровским спектрам в теории слабой турбулентности). Однако, благодаря нелокальности 

распределений с  (расходимость интеграла в УС на степенном распределении) такое решение 

не реализуется точно в обоих наших случаях. Нелокальность приводит к существенной роли 

взаимодействий между галактиками малых и больших масс. При этом число массивных галактик 

приблизительно сохраняется и постоянный поток их числа по спектру соответствует ФМ с

1u >

α  = (и + 

2) /2. В итоге индекс спектра ФМ (как можно видеть из численного решения УС) расположен 

между этими значениями: 1.67 <α   1.9 < 2.17 (и = 4/3), 1.75 < ≈ α  ≈  2.1 < 2.25 (и = 3/2) и весьма 

близок к их среднему арифметическому. Мы ограничились здесь обсуждением случая больших 

масс. При малых массах  и нелокальность еще существенней. В этом случае естественной 

является попытка перехода к дифференциальному уравнению от интегрального, что было 

предпринято в [26b] и [26e]. 

2u =

Интерес к распределению галактик по моментам определяется формированием различных 

морфологических типов при слияниях, но этим не ограничивается: слияния приводят к возникно-

вению активности галактических ядер. Один из способов описания этого грандиозного феномена, 

включающего ультраяркие ИК галактики, радиогалактики и квазары, состоит в учете компенсации 

момента при слиянии (см.[26a, 27]). Найти распределение по массам и моментам f(M, S), устанав-

ливающееся в результате слияний галактик, можно найти, решив обобщенное УС для f(M, S) [26]. 

Аналитически это возможно сделать лишь при весьма упрощающих допущениях. В частности, в т. 

н. анизотропной модели распределение f(M, S) факторизовано и имеет вид произведения ФМ на 

острую функцию от моментов. Отказавшись от упрощений, приходится прибегать к численным 

методам, в частности, к моделированию с помощью метода Монте-Карло [9e]. Оказывается, что в 

системе сливающихся галактик происходит аналог кинетического фазового перехода Стокмайера. 

Система разделяется на две фазы: гигантскую галактику, в которой заключена макроскопическая 

часть массы  и много мелких галактик. Возникающую гигантскую галактику можно отождествить 

с реальными cD-галактиками в центрах групп и скоплений. Среди мелких большинство составля-

ют галактики, ни разу не испытавшие слияния. ФМ, полученная в результате численного модели-

                                                 

7 В этой формуле в оригинальном тексте опечатка: пропущена степень у массы. 



рования (рис.2), находится в хорошем согласии с функцией, полученной прямым решением урав-

нения Смолуховского [9, 25, 26]. Вследствие значительного вклада слияний между относительно 

небольшим числом появляющихся массивных галактик и мало массивными галактиками, время 

, соответствующее "фазовому переходу", существенно меньше характерного времени crt ( ) 1Vnσ − , 

гдеσ  − сечение слияния для типичных галактик, n −их концентрация, а V − средняя скорость. Этот 

процесс можно сопоставить также наблюдаемому укручению ФМ галактик на ее легком конце 

[9f,26e]. При 2α >  основная барионная масса Вселенной может быть сосредоточена в невидимых 

маломассивных галактиках. 

Активность и слияния. Хотя идея взаимодействия, а тем более, слияния галактик, как одного из 

основных факторов их эволюции, наталкивалась на многочисленные возражения (см., например, 

список наиболее нетривиальных в [24a]), за последние годы произошло изменение во взглядах 

значительного числа исследователей на происхождение  активных галактических ядер (АГЯ). От-

ветственность за активность возлагается на слияния галактик. Согласно практически общеприня-

тым представлениям АГЯ представляют собой весьма сложно устроенную аккрецирующую сис-

тему вокруг сверхмассивной черной дыры, находящейся в центре хозяйской галактики [27]. (Упо-

мянем аккреционный диск, затеняющий тор или толстый диск, по оси которого направлен радио-

выброс в случае радиогромких объектов, систему быстролетящих облаков, формирующих широ-

кие, а на больших расстояниях − уже за тором − узкие оптические эмиссионные линии и т.п.). Хо-

тя в силу чрезвычайной эффективности энерговыделения при аккреции для питания большинства 

АГЯ достаточно "внутренних ресурсов", они, по не вполне понятным причинам, не обеспечивают 

необходимую поставку топлива. Данные последних трех декад, в особенности, данные космиче-

ского телескопа Хаббла, убедительно свидетельствуют в пользу того, что взаимодействие галактик 

и, в первую очередь, их слияния (это непосредственно подтверждается наблюдением хозяйских 

галактик ближайших квазаров [27d]) ответственны за феномен активности, поставляя необходи-

мое для аккреции вещество. Процесс слияний может носить взрывной характер (см. выше) и "эпо-

ха квазаров" может соответствовать эпохе сборки массивных галактик из строительных блоков 

(карликовых галактик). Подобная "сборка" галактик позволяет объяснить как быстрое убывание 

числа квазаров от прошлого к настоящему, так и известный обрыв в их распределении на больших 

красных смещениях, сделать выводы о виде и эволюции их функции светимости [9, 25-27] и т.п. 

Радиогромкие квазары в модели слияний естественно связываются с вращением черной дыры, ко-

торое инициируется либо недавним "сильным" слиянием с галактикой сравнимой массы, либо от-

носительно небольшим количеством" слабых" слияний массивной галактики с карликами. Место-

нахождение удаленных квазаров в скоплениях, а более близких в группах, способствует слияниям. 

Наиболее экзотический обсуждаемый вариант модели − возможность слияния галактики (или об-



лака межгалактической среды) с "голой" массивной черной дырой [27g]. 

В модели слияний характерная масса галактик со временем растет, а светимость квазаров по-

сле эпохи их образования, как известно из наблюдений, падает. Таким образом, простая космоло-

гическая эволюция ФМ не может быть причиной этого падения. Одно из возможных объяснений 

уменьшения светимости квазаров заключается в космологической эволюции доли вещества η , ре-

ально попадающего в центр при слияниях [26с]. Уменьшение η  на космологических временах 

можно связать с уменьшением содержания газа в галактиках. Действительно, при слиянии в центр 

попадает, в основном, газ, а за счет интенсивного звездообразования при каждом слиянии его до-

ля, естественно, должна уменьшаться, как это и наблюдается. Влияет также эволюция контраста 

плотности галактик. При этом для не эволюционирующей ФМ доля вещества, попавшего в центр, 

изменяется с η ~ 0.12-0.3 при z ~ 2 до η ~ 0.025-0.043 при z ~ 0.5, а средний контраст плотности в 

местах образования квазаров − от ~ 1.4-2.4 при  z ~ 2 до ~ 4.5-7.2 при z ~ 0.5.  (В случае эволюции 

ФМ и учета эддингтоновского ограничения светимости параметр η  и контраст плотности могут 

быть еще выше). Таким образом, рассматриваемая модель может описать наблюдаемую эволюцию 

квазаров. 

Галактики в обсуждаемой схеме являются носителями массы и момента. Возможно сопостав-

ление различным хаббловским морфологическим типам (через эффективный момент ( )MeffS , см. 

[25, 9d,e]). Эллиптические галактики с этой точки зрения принципиально не отличаются от спира-

лей. Суммарная ФМ получается шехтеровской 
*/( ) e M MM Mf α− −= [24b], но ФМ для различных 

морфологических типов ( )( , )eff MM Sf от нее отличаются. 

13. Степенные спектры в природе. 

Многие статистические закономерности в природе, приводящие к степенным распределениям, мо-

гут быть получены из простейшего предположения  о малости времен корреляции случайных  сил 

в уравнениях Ньютона . Тогда эти силы можно считать /dp dt f= δ - коррелированными: 

( ) ( ) ( )f t f t Gτ δ τ< + − >= 2
0G, σ τ=  ,  где 2σ − дисперсия случайных сил, 0τ − малое время корре-

ляции. Рассматриваемый процесс стационарен и характеризуется структурной функцией, полу-

чаемой интегрированием уравнений Ньютона: 2( ) [ ( ) ( )] 2D p t p t Gτ τ=< + − >= τ , что означает диф-

фузию «частиц» в пространстве импульсов. В серии работ Г.С.Голицына [28a] показано, что уже 

одно это допущение, при разном физическом смысле как «сил», так и «частиц», позволяет объяс-

нить многие наблюдаемые статистические закономерности: от турбулентных законов распределе-

ния энергии волн, структуры рельефа поверхности планет, частоты повторяемости землетрясений 

− до спектра космических лучей [28b]. Дельта-корреляции сил соответствует постоянный по спек-



тру частотный спектр8 − белый шум вида ( )fE ω ε= , структурной функции импульсов [28c] − 

красный шум вида9 2( )pE ω εω−= , от которого, используя “законы дисперсии” для “квазичастиц” 

можно переходить к энергиям, волновым числам, масштабам [28a], а также оценивать закономер-

ности потока событий и соотношения типа частота события – размер (в обычном пространстве ли-

бо в пространстве параметров). Для кумулятивной частоты событий ( ) 1/ (N E E)τ≥ = ≥ , следстви-

ем белого шума для корреляционной функции сил является зависимость  ( ) /N E Eε≥ = , объяс-

няющая многие эмпирические зависимости частота-размер вида : цунами , h − 

высота , a=1.01; оползни , m − масса грунта, а=0.95-1.1; озера , S − площадь озера, 

а=0.93-0.95 и т.п. [28a]. 

( ) aN E E≥ = (N h≥ )

) )(N m≥ (N S≥

В случае космических лучей основой рассмотрения остается классический механизм Ферми уско-

рения на системе ударных волн и эмпирический факт постоянства пространственной плотности 

космических лучей в интервале энергий 10−3.106 Гэв, что приводит автора к показателю степени 

дифференциального энергетического спектра –8/3≈–2.67 [28a] при эмпирическом значении –2.7 

[28c]. Отметим, что отличные физические механизмы могут также приводить к индексам, близким 

к наблюдаемым значениям. Так, ускорение частиц при разрыве перемычек в плазменном пинче 

приводят к показателю спектра вида (1 3) 2.7− 3− + ≈

                                                

[28d]. С другой стороны, индивидуальные 

особенности процессов ускорения в местах формирования спектров накладывают  “отпечатки 

пальцев”, приводящих, в частности, к отличию степенных спектров отдельных космических ра-

диоисточников.  

В возможностях обсуждаемого статистического подхода есть существенное отличие от метода, 

опирающегося на КУ. Чисто степенные зависимости в корреляционных и структурных функциях 

должны приводить к расходимостям в коэффициентах диффузии. В случае поисков точных реше-

ний КУ имеется возможность проверить сходимость ИС на полученных решениях. Такая сходи-

мость, несмотря на степенной характер решения, является результатом компенсаций различных 

слагаемых в асимптотиках нелинейных ИС. В случае расходимости, т.н. “нелокальности” реше-

ний, преобладают взаимодействия квазичастиц разных масштабов, что может быть корректно уч-

тено переходом к дифференциальному описанию, построенному на переразложениях КУ [8i]. Рас-

ходимость коэффициентов диффузии может означать уместность обращения к негауссовым стати-

стикам Леви и дробным производным (см., например [28e]). 

 

8 Для колмогоровской турбулентности ε  соответствует потоку энергии по спектру.  

9 В оригинальном тексте опечатка в показателе степени. 



Интерпретация степенных спектров и изломов в них оказывается плодотворной в самых раз-

личных областях, например, способствуя выяснению механизмов излучения рентгеновских пуль-

саров в двойных системах [28f] или определения физических параметров радиогалактик и кваза-

ров [28g] и т.п.  

Приложение III. Группа симметрии кинетического уравнения и стационарные распределе-

ния в слаботурбулентных средах [29a] 

Как было показано выше, важный класс существенно неравновесных распределений может быть 

получен как точное решение КУ, обращающее в нуль ИС . Это − стационарные распреде-

ления с потоком по спектру турбулентности при удаленных (в k-пространстве) источнике и стоке 

волн. Решить нелинейное относительно распределения N

ст{ }I N

k  интегральное уравнение ст{ } 0I N =  уда-

ется благодаря использованию его свойств симметрии, позволяющих (в частных случаях) факто-

ризовать подынтегральное выражение в Iст . Преобразования в пространстве частот, т.е. для изо-

тропных распределений, были найдены Захаровым [8b], преобразования в k-пространстве − в ра-

ботах Каца и автора [8d].  

Покажем, что упомянутые прео6pазования образуют группу, а смысл факторизации Iст  состоит 

в проектировании подынтегрального выражения на ее неприводимое единичное представление, по 

которому преобразуются инварианты группы (см. [29b]), 6лагодаpя чему решение интегрального 

уравнения сводится к решению функционального уравнения, состоящего в равенстве нулю этой 

npоекции. 

Рассмотрим вначале нераспадный случай, к которому относится ленгмюровская турбулент-

ность. При этом 

ст 1 2,k k k k 3I d w f d d d dτ τ= ⋅ ⋅ ≡∫ k k k                                                  (П3.1) 
 вероятность рассеяния плазмонов (зависимость от аргументов теперь существенна) 

( ) ( )
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3k kk k kw w U δ ω ω ω ω δ≡ = + − − + − −kk k k k k k k  

содержит закон сохранения энергии (из которого активационная частота выпадает) и импульса, а 

вид функции  

1 2 3 1 2 3 2 3 1 2 1 3k kk k kf f N N N NN N NN N NN≡ = + − − N

k

 
учитывает сохранение числа волн при рассеянии. Закон сохранения импульса удобно изобразить в 

виде четырехугольника (вообще говоря, пространственного), см. рис. 3а. Преобразования подобия 

этой фигуры при фиксированной стороне  k  образуют группу симметрии интеграла столкновений 

в изотропной среде, если выполнены условия «автомодeльности» , n
k kw wλ λ= k

β
λω λ ω= . Опре-

деляя операции , относительно которых инвариантна приведенная вероятность перехода iG

( ) 4
1 2 3

n

kw kk k k w
−

≡  согласно ( )1,2,3i iG i= =k k , получаем таблицу умножения 



1 2 3

1 3

2 3 1
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          1 ,
,

,

i i

i i
n

Gk k Gk k

G g
k k

w w w

λ
λ

λ

=

=

w= =

                                 (П3.2) 

 
где ig  − повороты, iλ  −  растяжения. Группа G изоморфна   (учет инвариантности относитель-

но перестановки   приводит к группе ). Легко получить ее расширение, включая опе-

рации отражения в плоскости, содержащей вектор k , и вращения вокруг k (в трехмерном cлyчae). 

Используя прео6разования (П3.2), спроектируем подынтегральное выражение на единичное пред-

ставление (d - размерность k-пространства): 

4C

2k 3k 4D

( )
3

1

1 ,
4 i

r
coll k k k i G k

i

4I d w f k k f r n dτ
=

⎡ ⎤= + =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑∫ + .                              (П3.3) 

Решением интегрального уравнения { } 0collI N =  таким образом являются решения функциональ-

ного уравнения: 

( )
3

1

0
i

r r
k i G k

i

N k f k fφ − −

=

= + =∑                                                                  (П3.4) 

при выполнении законов сохранения. Для изотропных распределений 
( ) ( )1 2 3, ~ , 3s

kN N f rν ν ν ν Sω φ ω ω ω ω βν− − − −= + − − β= +  

и из (П3.4) следуют решения, отвечающие постоянству потока частиц 0 3S r β= −  и энер-

гии ( )1 1 3 3S r β= − − . Из (П3.4) следуют и те решения, в которых возникает малый дрейф (появ-

ление потока импульса и т.п., см. [8d, 2c]). В двyмepном cлyчae, например, для поверхностных 

волн или для поперечных H движений в замагниченной плазме, можно ввести комплексное пред-

стaвление векторов , z→k i iz→k  и преобразования группы сводятся к инверсии 

( )Im z=0i iG z z=  [23b]. В этом виде они непосредственно обобщают преобразования [8b]. Для 

pacпадныx процессов, где группу симметрии интеграла столкновений 

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1coll k k k k k k k k k k k k k k kk k kkI d w f w f w fτ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∫ , 1 2kd d dτ ≡ k k ,  (П3.5) 

при ( ) ( )
1 2 2 1 1 2 1 2 1 2k k k k k k k k kw w U δ ω ω ω δ= = − − − −k k k  образуют прео6разоваиия  E, G1 , G2  (рис. 

3б) подобия треугольника, выражающего законы сохранения, она изоморфна D3 . При этом 

1 2 1 2kf N N NN NN= − −  проектируется на неприводимое представление, по которому прео6разу-

ется приведенная вероятность ( ) 3
1 2

n

kw kk k w−≡ k , что, аналогично предыдущему, приводит к урав-

нению 

( ) ( )
1 21 2 0r r r

k G k G kN k f k f k f r n dφ − − −= − − = = + 3 .    (П3.6) 



Подобным о6pазом находятся группы симметрии кинетических уравнений, описывающих взаимо-

действие волн с частицами. Так, при индvциpoванном рассеянии плазмонов на ионах преобразова-

вия: подобия четырехугольника  ′ ′+ = +k p k p  (рис. 3в) kG ′ =k k , pG ′ =p p позволяют факторизо-

вать плазмонный и ионный интегралы столкновений [29c]. Обе гpyппы изоморфны . Нако-

нец, интеграл столкновений Бoльцмaнa (или Ленарда-Балеску), описывающий 

2 2( )C D

парные взаимодей-

ствия частиц, обладает гpyппой симметрии , еcли вероятность рассеяния о6ладает свойст-

вом однородности . Эта группа приводит к  уравнению (П3.4) с 

4 4( )C D

~p
nw p 2 3 1f N N NN= − . Наличие 

указанной симметрии позволило найти в [e6,f7] распределение частиц с потоками по спектру. Как 

отмечалось в работе [e6] , свойства плазмы с таким распределением частиц (чувствительные к на-

личию хвостовых частиц) должны существенно отличаться от равновесных. Вводя показатель од-

нородности функции ( ) ~ lf N N . приведем выражение для изотропных степенных распределений, 

пригодное как для волн [8d] ( − число взаимодействующих волн), так и для частиц [23d] 

( ): 

1,l j= − j

2l =

( ) 01
1 1

1 0, , ,ssl l
k k k kN P S r l N Q S r l Sω β β ω β= = − + = = − = 1 1 l+  .   (П3.7) 

Здесь для волн и  для частиц, P и Q соответственно потоки энергии и числа волн 

(частиц). Второе из распределений в (П3.7), отвечающее постоянству потока частиц, существует 

лишь для процессов рассеяния, когда число частиц (волн) является интегpaлом движения. 

r n jd= + 4n d+

В важном вырожденном случае закона дисперсии, близкого к линейному, также возможно ввести 

преобразования симметрии, включающие в этом случае и растяжения углов в k-пространстве [29d, 

22d]. Существенно также, что это вырождение сказывается и на величине вероятностей [29e]. 

Приложение IV. Скейлинг и спектры развитого волнения [30a] 

Нераспадный закон дисперсии поверхностных гравитационных волн  ( k gkω = , ω  - частота, k− 

волновой вектор в плоскости раздела,  k = k  , g  − ускорение свободного падения) запрещает 

процессы распада (и слияния) волн и в теории слабой турбулентности (СТ) (см. I) главным про-

цессом становится рассеяние с сохранением энергии, импульса и «числа волн» (I, рис 7.3). Благо-

даря относительной локализации и разнесенности источников возбуждаемых ветром волн ( ~k k+ ) 

и их стоков, естественно считать, отвлекаясь от анизотропии, что от источника вверх по спектру 

направлен поток энергии (распределение Захарова-Филоненко (ЗФ) [8a]) 

                                        
1 43

1kN c P k −=                                                                        (П4.1) 



вниз – поток числа волн  (соответствующее распределение получается заменой   kP Qω→ и  

в (П4.1), но может быть получено и как точное решение КУ [2d]

0c c→
10). Мы будем интересоваться по-

током вверх по спектру и, соответственно, коротковолновой частью волнения, где следует ожи-

дать нарушения условия СТ (относительной малости потока): 

                                                        3 1kQ V                                                   (П4.2) 

где k kV k gω≡ = k  − фазовая скорость волн. При нарушении (П4.2) нелинейный сдвиг частоты 

kωΔ   и нелинейное затухание kγ   уже не малы по сравнению с частотой  kω  . В СТ области сдвиг  

kωΔ , обобщающий известный стоксов сдвиг, определяется спектром волнения   и полудиаго-

нальным элементом гамильтоновой матрицы, описывающим четверные  взаимодействия волн  

Nk

( )4V V≡
1 1 1kk kk kk , ответственным за вклад волны     в (средний) частотный сдвиг волны  k : 1k

                                                  ( )
11k d V NωΔ = ∫ 1

4
kkk k   .                                                          (П4.3) 

Тильда над ( )4V  означает, что наряду с процессами рассеяния необходимо учитывать (во втором 

порядке теории возмущений) тройные процессы, определяемые матричным элементом  ( )3V . 

Плотность “числа волн”  (волнового действия) пропорциональна Фурье-компоненте корреля-

тора одновременных возвышений поверхности, а плотность энергии в интервале    в гармони-

ческом приближении есть 

Nk

dk

Nωk k . 

В интересующей нас области  ( )4 3~V kkk и  ( ) ( )
34 2~V kqkq   при . Чисто четверные процессы 

согласно (П4.3) дают 

k q

3
2~k kωΔ , так как основной вклад в интеграл (П4.3). дает нижний предел. 

Результат существенно изменяется при учете тройных процессов: главные асимптотики ( )4Vkq   при 

 взаимно погашаются и получаем 0q → ( )4 2~V kkq q  [2d], что дает k kωΔ ∝  

1
3

k CP kωΔ =   .        (П4.4) 

В обоих случаях видна та же тенденция: сдвиг частоты растет с ростом  и при k
22 3k k C qP−−> = , 

где k kω ωΔ =   превышает kω . При этом закон дисперсии становится распадным, что усиливает 

взаимодействие. Первая часть (П4.4) ввиду расходимости (П4.3) содержит большой (логарифми-

ческий для спектра (П4.1)) множитель , вообще говоря, слабо зависящий от . Благодаря 

этому при 

1C k
1

3
k kv k Cω= Δ = P  возможно появление малого параметра k k , где 3 1kP v . Об-

ласть k k≈  является сильно турбулентной. Вне области СТ используем графическую технику 

                                                 

10 На обратное направление потока в этом распределении было указано В.Е.Захаровым. 



Уальда (см. [8k, 28с] ), в которой система связанных уравнений для функции Грина  и корреля-

тора    аналогична уравнениям Дайсона: 

G

N

                                                                          21 1
0 ,G G N G− −= − = Φ∑ .                               (П4.5) 

Здесь 1
0

L
k kG iω ω γ− = − − , iω ωω γΣ = Δ −k k , N N ω≡ k ,  kN d N ωω= ∫ k , G G ω≡ k  − индексы k , ω  опус-

каем. Собственная энергия  и функция Σ Φ  выражаются бесконечными рядами, которые можно 

частично отсуммировать, перейдя к точным гриновским функциям   и вводя перенормирован-

ные вершины. Таких вершин возникает несколько типов  как для тройных, так и для четверных 

процессов. Имея в виду в дальнейшем скейлинговую область [30b], не будем для краткости их 

различать. Символические выражения для 

G

Φ  и Σ  имеют вид 

 

Φ  =         (П4.6)

 

Σ  =  (П4.6′)

а уравнения для вершин     и □   содержат бесконечные ряды 3Δ ≡ 4≡

 (П4.7)

 

 (П4.7′)

Здесь сплошной линии соответствует  G , волнистой  − , точки −  затравочные вершины  N ( )3V   и  
( )4V . В области СТ роль малого параметра играет величина  24 GNk ω⋅  , вершины можно заменить 

затравочными   и  ( )3
03 3 V→ ≡ ( )4

0→ ≡4 4 V  , функция Грина  , а  из уравнений (П4.5,6) 

следует обычное КУ. Учет нелинейного сдвига частоты, обсуждавшийся выше, соответствует то-

му, что  велика  

0G G→

eℜ Σ ( ke )ωℜ Σ   и в (П4.6,7) существенно отличие гриновской функции от за-

травочной. Такая процедура, однако, с необходимостью  влечет перенормировку тройной верши-

ны. Действительно, из (П4.7′) следует   4 3 3G= , в то  время как для невозмущенных вершин  

. Переход от    к  G  непосредственно не отражается на четверной вершине, не зави-

сящей от частоты  

0 0 04 3 3G= 0 0G

kω ,  и можно положить  , а тройная вершина вынуждена к ней подстраи-

ваться. При этом сохраняется условие компенсации, приводящей к линейной дисперсии (П4.4). 

Этот результат имеет более общий смысл и связан с условием скейлинга [30b]  (см. ниже). Для 

справедливости КУ с модифицированным законом дисперсии необходимо 

04 4

k kγ δ ω . Для тройных 

процессов ( ) 13 3~k kJγ , а в силу сходимости интеграла  не содержит большого множителя. Поэтому  

( )3
k kγ ωΔ . Однако, ( )4

kγ   уже расходится. Поэтому как  kωΔ , так и kγ   необходимо искать самосо-



гласованно из (П4.5,6). А именно, необходимо учесть вклад  kγ , что приводит к оценке  

( )4 ~ ~k k kγ γ ωΔ . Этот результат означает, что если eℜ Σ  является однородной функцией ω  и  

k ( )~ k βωΔ , то mγ = ℑ Σ  будет иметь ту же степень однородности. Последнее позволяет найти 

при этих условиях решение обобщенного КУ (следствие уравнений Дайсона (П4.5)): 

.Учитывая однородность  полной гриновской функции при  * 0L N m mGω ≡ ℑ Σ + Φℑ =k

~ ~k k k k βω ω γΔ , ( 1
k kG ω ω ω γ )i −− −k  и коррелятора  2

kN Gω ωγ=k k kN

=

, можно из уравнения  

  найти степенные решения для   (см. [2d]) . При этом для тройных процессов 

при  

0L d Nω ω≡ ∫ kk kN

1 2 1 2
,ma

p p p pp pV Vλ λ λ λ= ( ), ,p ω≡ k ( )1

,p βλ λω λ≡ k   получим  ( )~ d ma
kN k − + ,    (=2 в нашем слу-

чае) − размерность  k -пространства. Эту зависимость можно получить непосредственно из усло-

вия  постоянства потока ,  

d

~ d
k k kP N k (γ ωΔ )2~ 3 d

kG N kγ . Совместно с условием  ~ k βγ   это по-

зволяет выразить индекс перенормированной вершины   и   через  3m kN β  : 3 2m β=  , 

( )2~ d
kN k β− +  . При согласованных вершинах  4 32m m β= −   и четверные процессы также приводят 

к (П4.10). Отметим, что при  1β =  это решение дает спектр (П4.1), хотя теперь смысл «квазича-

стиц» совсем иной и КУ неприменимо, т.к. благодаря нелинейным взаимодействиям волн утраче-

на однозначная связь между ω   и  k , и нелинейное затухание становится того же порядка, что и 

частота. Отметим, что 1β =  соответствует индексу неперенормированной четверной вершины 

. 3 3m =

Вернемся к точным уравнениям (П4.5-7) и применим к ним идеи, разработанные в теории фазо-

вых переходов [30b] для ситуаций, в которых не существенны ни внешние, ни внутренние (микро-

скопические) масштабы, что характерно и для турбулентности [28e].  Выписываем далее только 

размерности по    и  k ω . Условия, при которых все слагаемые в уравнениях, за исключением за-

травочных вершин одного порядка: 

                                   ,     23 4G = ( )4 1d 1Gω ω⋅ = =

0

GNk  .                                                 (П4.11)  

Два соотношения для четырех величин 3,4,G  и  N позволяют накладывать два дополнительных 

условия. Если потребовать, чтобы 03 3 , 4 4= = , то придем к распределению Филлипса [5с]  

5~k kN kω , 4~k kN kω − . Поток энергии при этом непостоянен, что видно из его размерности 

(П4.9). Потребуем теперь, напротив, постоянства потока constP =  в качестве условия, дополни-

тельного к (П4.11) . При этом остается один свободный параметр, в качестве которого можно при-

нять индекс четверной вершины. Если определить его условием  4=40 , то для  k k kϖ ω= +Δω   по-

лучаем линейный спектр (ср. (П4.4) и распределение (П4.1)). Существенно, однако, что частотный 



спектр при этом будет отличаться от соответствующего спектра ЗФ. Полученный результат согла-

суется с наблюдавшимся уширением волновых состояний и изменением дисперсии в коротковол-

новой области спектра развитого волнения [5d]. Грубая оценка области перехода  k k
−

∼   приводит 

к  / 2 /k k πγ ω
−

+ +∼ + , где γ +  − инкремент ветровой неустойчивости. По достижении порога Кельви-

на-Гельмгольца это отношение перестает быть малым. Это  может означать необходимость вклю-

чения взаимодействия с ветром, перестраивающего спектр волн, в картину нелинейных взаимо-

действий. 

Пользуюсь случаем принести благодарность за многолетнее сотрудничество А.В.Кацу и 

обсуждения затронутых в обзоре вопросов участникам Совета по нелинейной динамике РАН и, в 

первую очередь, В.Е.Захарову и Е.А.Кузнецову. 
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