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Íà ïðèìåðå âîëí â îáúåìå è íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè ââîäÿòñÿ ãàìèëüòîíîâû ïåðåìåííûå
äëÿ ñïëîøíûõ ñðåä, øèðîêî èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ôèçèêå ïëàçìû, ãèäðîäèíàìèêå
è òåîðèè ïîëÿ. Ðàññìîòðåíû ðåãóëÿðíûå ñïîñîáû ââåäåíèÿ òàêèõ ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå
â ñðåäàõ ñ ðàçðûâàìè, ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà è êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðèâåäåí êàê íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð êàíîíè÷åñêîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ê ïåðåìåííûì �äåéñòâèå-óãîë�. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ íåóñ-
òîé÷èâîñòåé. Íàñòîÿùàÿ ïóáëèêàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâóþ ÷àñòü îáçîðà.

Âòîðàÿ ÷àñòü îáçîðà áóäåò ïîñâÿùåíà êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì, èñïîëüçóåìûì ïðè îïèñà-
íèè ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè, â òîì ÷èñëå òî÷íûì ìåòîäàì ïîëó÷åíèÿ íåðàâíîâåñíûõ ïîòîêîâûõ
ðàñïðåäåëåíèé. Îïèñàíû ïðèìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî ê ðàññìîòðåíèþ
ïðîöåññîâ ñëèÿíèÿ ãàëàêòèê è ôîðìèðîâàíèÿ èõ ñïåêòðà ìàññ. Ðàññìîòðåíû òàêæå íåëîêàëüíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ è ÷àñòè÷íî êîãåðåíòíûå ñèñòåìû.

Íà ïðèêëàä³ õâèëü â îá�ºì³ òà íà ïîâåðõí³ ð³äèíè ââîäÿòüñÿ ãàìiëüòîíîâi çì³ííi äëÿ ñóö³ëüíèõ
ñeðåäîâèù, øèðîêî âèêîðèñòîâóâàí³ â íèí³øí³é ÷àñ ó ô³çèö³ ïëàçìè, ã³äðîäèíàì³ö³ òà òåîð³¿ ïîëÿ.
Ðîçãëÿíóòî ðåãóëÿðí³ çàñîáè ââåäåííÿ òàêèõ çì³ííèõ, ó òîìó ÷èñë³ â ñåðåäîâèùàõ ç ðîçðèâàìè,
çà äîïîìîãîþ âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó òà êàíîíi÷íèõ ïåðåòâîðåíü. Çàñ³á çâîðîòíîãî ðîçñiÿííÿ íà-
âåäåíèé ÿê íåòðèâiàëüíèé çðàçîê êàíîí³÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ äî çì³ííèõ �ä³ÿ-êóò�. Íàâåäåíî ïðè-
êëàäè ë³í³éíèõ òà íåëiíiéíèõ íåñòiéêîñòåé. Öÿ ïóáë³êàö³ÿ º ïåðøîþ ÷àñòèíîþ îãëÿäó.

Äðóãà ÷àñòèíà îãëÿäó áóäå ïðèñâÿ÷åíà êiíåòè÷íèì ð³âíÿííÿì, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ
îïèñó ñëàáêî¿ òóðáóëåíòíîñòi, â òîìó ÷èñë³ òî÷íèì çàñîáàì îòðèìàííÿ íåð³âíîâàæíèõ ïîòîêî-
âèõ ðîçïîäiëiâ. Îïèñàíî çàñòîñóâàííÿ êiíåòè÷íîãî ð³âíÿííÿ Ñìîëóõîâñüêîãî äî ðîçãëÿäó ïðî-
öåñ³â çëèòòÿ ãàëàêòèê ³ ôîðìóâàííÿ ¿õ ñïåêòðó ìàñ. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ íåëîêàëüíi ðîçïîä³ëè òà
÷àñòêîâî êîãåðåíòíi ñèñòåìè.

×àñòü I.  Äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä
1. Çâóêîâûå âîëíû (ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ äèñïåð-

ñèè)
2. Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè òÿæåëîé æèäêîñòè �

ïðèìåð äèñïåðñèè

3. Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà è ëèíåéíûå íå-
óñòîé÷èâîñòè
à) Íåóñòîé÷èâîñòü  Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà
á) Âåòðîâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

4. Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äëÿ äâèæåíèé ïîâåðõ-
íîñòè æèäêîñòè

Ñîäåðæàíèå
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Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïîëó÷èëî ðàçâè-
òèå èñïîëüçîâàíèå ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà
[1-9] â ïðèìåíåíèè ê ðàñïðåäåëåííûì ñèñòå-
ìàì ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî-
äû [2]. Çàìå÷àòåëüíûå ïðèëîæåíèÿ îí ïîëó-
÷èë ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ, â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü, âîëíîâûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå ïðè îïèñà-
íèè è èíòåðïðåòàöèè íîâûõ òî÷íûõ ìåòîäîâ
èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íàè-
áîëåå èçâåñòíûì èç íèõ ñòàë çíàìåíèòûé ìå-
òîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇÐ) [3,10].

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â ïðåä-
ìåò, ñ äðóãîé � êàñàåòñÿ òåì, êîòîðûå íåäî-
ñòàòî÷íî îòðàæåíû â îáçîðíîé ëèòåðàòóðå (ñì.,
íàïðèìåð, [4]). Ðå÷ü èäåò,  â ÷àñòíîñòè, îá îïè-
ñàíèè âåòðîâîé íåóñòîé÷èâîñòè [5], ñïîñîáàõ
ââåäåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ êàê
â îáúåìå, òàê è íà ñâîáîäíûõ ãðàíèöàõ (ðàç-
ðûâàõ) [6] è ò. ï.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà âîëíàì.
Ïðèìåðû âçÿòû èç ãèäðîäèíàìèêè âîëí íà ïî-
âåðõíîñòè æèäêîñòè ââèäó èõ âàæíîñòè è íà-
ãëÿäíîñòè, à òàêæå èç ôèçèêè ïëàçìû, ýëåêò-
ðîäèíàìèêè, àñòðîôèçèêè [2-7].

Âòîðàÿ ÷àñòü, êîòîðàÿ áóäåò îïóáëèêîâàíà
â îäíîì èç áëèæàéøèõ íîìåðîâ æóðíàëà, ïî-
ñâÿùåíà êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì è òóðáó-
ëåíòíûì ñïåêòðàì [8]. Øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
ïðîçðà÷íûå êâàíòîâûå àíàëîãèè. Â ðàìêàõ ãà-
ìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà ðàññìàòðèâàåòñÿ

îïèñàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé è êî-
ãåðåíòíîé ïîäñèñòåì. Îñîáàÿ ðîëü îòâîäèòñÿ
àñòðîôèçè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿì è ïðèìåðàì [9].

1. Çâóêîâûå âîëíû
(ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ äèñïåðñèè)

Ðàññìîòðèì âîëíû ñæàòèÿ-ðàçðåæåíèÿ,
ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â îäíîðîäíîé ñðåäå �
çâóê. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ äëÿ
ïîëÿ ñêîðîñòåé ( , ),tv r  äàâëåíèÿ ( , )p tr  è ïëîò-
íîñòè ( , )tρ r  â èäåàëüíîé (íåäèññèïàòèâíîé)
æèäêîñòè èëè ãàçå. Óðàâíåíèå Ýéëåðà

( )d
,

d
p

t t

∂ ρ ≡ ρ + ∇ = −∇ ∂ 
v v

v v (1.1.)

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (çà-
êîí Íüþòîíà) æèäêîé �÷àñòèöû�, çàïèñàíî
ñ ó÷åòîì ñèë äàâëåíèÿ (çàêîí Ïàñêàëÿ). Ñëåâà
ñòîèò (ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ) ïðîèçâîäíàÿ, îòíî-
ñÿùàÿñÿ ê âåùåñòâó (òàê ÷òî ( ),t=r r
à d dt=v r ). Òîæäåñòâî ñîîòâåòñòâóåò äèôôå-
ðåíöèðîâàíèþ ñëîæíîé ôóíêöèè ( )( ), ,t t=v v r
ò. å. ïåðåõîäó ê ðàññìîòðåíèþ ïîëÿ ñêîðîñòè
(è äðóãèõ âåëè÷èí) â äàííîé òî÷êå r â ìîìåíò t.

Äëÿ ïëîòíîñòè èìååì óðàâíåíèå íåïðåðûâ-
íîñòè, âûðàæàþùåå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû:

div 0,
t

∂ρ
+ ρ =

∂
v (1.2)

  5. Êîìïëåêñíûå  íîðìàëüíûå  êîîðäèíàòû
  6. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñî ñâÿçÿìè êàê ðåãóëÿð-
      íûé ñïîñîá ââåäåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ
  7. Íåëèíåéíûå ïðîöåññû âçàèìîäåéñòâèÿ è ñà-
     ìîâîçäåéñòâèÿ âîëí
  8. Óðàâíåíèå ÊäÂ è ñîëèòîíû (ÌÎÇÐ êàê êàíî-
      íè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå)

Ïðèëîæåíèå 1. Ãàìèëüòîíîâî îïèñàíèå íåïîòåí-
öèàëüíîãî äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé ïîâåð-
õíîñòè â îáû÷íîé è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå

Ïðèëîæåíèå 2. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëü-
òîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî äâè-
æåíèÿ æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé

×àñòü II. Ñòîõàñòè÷åñêèé ïîäõîä
  9. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
10. Ñëàáàÿ òóðáóëåíòíîñòü è ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ïîòîêàìè ïî ñïåêòðó
11. Óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî è ñëèÿíèÿ ãà-

ëàêòèê
12. Íåëîêàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ñïåêòð  ìàññ
13. Âçàèìîäåéñòâèå êîãåðåíòíîãî è ñòîõàñòè÷åñ-

êîãî ïîëåé
Ïðèëîæåíèå 3.  Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèììåòðèè êè-

íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ëèòåðàòóðà
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à äàâëåíèå, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ
âåùåñòâà, åñòü ôóíêöèÿ äâóõ òåðìîäèíàìè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ óäîá-
íî âûáðàòü ρ  è ýíòðîïèþ s. Îãðàíè÷èìñÿ ïðî-
ñòåéøèì èçýíòðîïè÷åñêèì (s = const) äâèæå-
íèåì. Òîãäà

( ).p p= ρ (1.3)

Ëèíåàðèçóÿ ñèñòåìó (1.1) � (1.3) âáëèçè ñî-
ñòîÿíèÿ ïîêîÿ (ðàâíîâåñèÿ) 0 0,=v  0,ρ

0 0( ),p p= ρ  ò. å. ïîëàãàÿ ,′=v v      0 ,′ρ = ρ + ρ

0 ,p p p′= +  
0

,
p

p
 ∂′ ′= ρ ∂ρ 

 0,p p′=     0,′ρ ρ=

ïîëó÷àåì

0 0

1
,

p

t

′  ∂ ∂ ′= − ∇ρ ∂ ρ ∂ρ 

v
  0 div ,

t

′∂ρ ′= −ρ
∂

v (1.4)

îòêóäà äëÿ øòðèõîâàííûõ âåëè÷èí (âîçìóùå-
íèé) ñëåäóþò âîëíîâûå óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð,

2
2

2
0,c

t

′∂ ρ ′− ∆ρ =
∂

    2

0

.
p

c
 ∂≡  ∂ρ 

(1.5)

Ïðè ýòîì âèäíî, ÷òî äâèæåíèå ïîòåíöèàëüíî:

′ = ∇ϕv      (rot 0).=v (1.6)

Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà õîðîøî èçâåñòíûõ
ñâîéñòâàõ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ðàññìîòðèì
÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå ïëîñêîé ìîíîõðîìà-
òè÷åñêîé âîëíû

( ) .ip e −ω′ ′ ′ρ ∝ ∝ ∝ kr tv (1.7)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ðåøåíèé òàêîãî âèäà

,
∂

→ − ω
∂

i
t

 ,
∂

→
∂

ik
r

 ïîëó÷àåì 2 2 2( ) 0,′ω − ρ =c k

è óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ
( 0)′ρ ≠  ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ ñâÿçü ìåæäó ω è k

(çàêîí äèñïåðñèè1), ïðè êîòîðîé ìíîæèòåëü ïðè
′ρ  îáðàùàåòñÿ â íóëü:

2 2 2 0,c kω − =         .k = k (1.8)

Óðàâíåíèå (1.8) èìååò äâå âåòâè  ðåøåíèÿ: âîëíà
áåãóùàÿ �íàëåâî� èëè �íàïðàâî�. Ââåäåì ñêî-
ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôàçû â (1.7), âûáðàâ â
êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îñü x:

exp ,ik x t
k

 ω ′ρ ≈ −    
    ôàç ,v c

k

ω
≡ = ± (1.9)

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

ôàç ,c
k

ω
≡ = ±v κ κ       .k= kκ (1.9')

Ìû âèäèì (ðèñ. 1.1), ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü çâóêà
íå çàâèñèò îò âîëíîâîãî ÷èñëà k (îò äëèíû âîëíû

2 ),λ = π k  ò. å. âîçìóùåíèÿ ëþáûõ äëèí âîëí,
íà êîòîðûå ìîæíî ðàçëîæèòü çâóêîâîé ñèãíàë,
áóäóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ñîâìåñòíî. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò î �ëèíåéíîì çàêîíå äèñïåðñèè�
èëè îá �îòñóòñòâèè äèñïåðñèè�.

1Çàêîí äèñïåðñèè èíîãäà óäîáíî ïîëó÷àòü, èñïîëü-
çóÿ (1.7) íåïîñðåäñòâåííî â èñõîäíûõ ëèíåàðèçîâàí-
íûõ óðàâíåíèÿõ.

Ðèñ. 1.1. Çàêîí äèñïåðñèè è ñêîðîñòü çâóêîâûõ âîëí
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(Ìû îïóñòèëè ðåøåíèå 0,ω =  îòâå÷àþùåå
âèõðåâûì âîçìóùåíèÿì rot 0′ ≠v  (�âèõðåâàÿ
âîëíà�). Ýòî âèäíî, â ÷àñòíîñòè, èç òîãî, ÷òî

ñëåäñòâèåì (1.4) ÿâëÿåòñÿ rot 0
t

∂ ′ =
∂

v  (ïðè

0 constρ = ). Ïðè íåèçýíòðîïè÷åñêîì äâèæåíèè

âîçíèêàåò åùå îäíî ðåøåíèå 0,ω =  ñîîòâåò-
ñòâóþùèé âîçìóùåíèþ ýíòðîïèè 0s′ ≠  (�ýíò-
ðîïèéíàÿ âîëíà�). Îáà ýòè âîçìóùåíèÿ ïîêîÿò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, âáëèçè êîòîðîãî ïðîèñõîäÿò êîëå-
áàíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â âèäå âîëí, îä-
íîðîäíîå òå÷åíèå ñ 0 const 0.= ≠v  Ïðè ëèíå-
àðèçàöèè ñ÷èòàåì, ÷òî 0 .′v v=  Óäîáíî ñðà-
çó ïåðåéòè ê ïëîñêèì ìîíîõðîìàòè÷åñêèì
âîëíàì (1.7). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â óðàâíåíèÿõ
åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ñëó-
÷àÿ ñîñòîèò â çàìåíå

0.ω → ω − kv (1.10)

Ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ïðîÿâëåíèå ýôôåêòà
Äîïïëåðà. Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî, íå ïî-
âòîðÿÿ âû÷èñëåíèé, â (1.8) ïðîèçâåñòè çàìåíó
(1.10), ò. å. ïåðåéòè â äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñ-
òüþ ïîòîêà ñèñòåìó êîîðäèíàò, ãäå æèäêîñòü
êàê öåëîå ïîêîèòñÿ è ãäå ïðèìåíèìî ïðåäûäó-
ùåå ðåøåíèå (ïðèíöèï Ãàëèëåÿ).

Èòàê, óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïðèíèìàåò âèä

( )2 2 2
0 ,k cω − =kv (1.11)

îòêóäà ñëåäóþò äâà ðåøåíèÿ:

0( ) .kcω = ±k kv (1.12)

Äëÿ ôàçîâîé ñêîðîñòè èìååì

ôàç 0( ) .= ± cv v κ κ κ (1.13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñêîðîñòü ãðóïïû âîëí
ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè k. Ìàêñèìóì îãèáàþ-
ùåé òàêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà, êàê èçâåñòíî,

äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ2 ãð .≡ ∂ω ∂v k  Ýòî ëåã-
êî ïîÿñíèòü íà ïðîñòîì ïðèìåðå ñëîæåíèÿ äâóõ
âîëí îäèíàêîâîé àìïëèòóäû, äëÿ êîòîðîãî

2cos( )cos ,
2

 ∆ ∂ω ′ρ ≈ − ω −  ∂  
k

kx t x t
k

1 2
2 1 ,

2

+
∆ = − ≡=

k k
k k k k

1 2
2 1 .

2

ω + ω
∆ω = ω − ω ω ≡=

Èç (1.12) ñëåäóåò

ãð 0 ,c= ±v v κ (1.13')

îòêóäà âèäíî, ÷òî âîëíà ñíîñèòñÿ äâèæóùåéñÿ
ñðåäîé. Çäåñü óæå ôàç ãð .≠v v  Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî âèõðåâûå (è ýíòðîïèéíûå)
âîçìóùåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ ïîòîêîì è èì ñîîò-
âåòñòâóåò çàêîí äèñïåðñèè 0 0.ω − =kv

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ãðóïïîâîé
ñêîðîñòè âîëí ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ Ãà-
ìèëüòîíà äëÿ ÷àñòèöû = ∂ε ∂v p  ( ε  � ýíåð-
ãèÿ, p � èìïóëüñ). Âòîðîìó óðàâíåíèþ Ãàìèëü-
òîíà = −∂ε ∂p r&  ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèå äëÿ
ëó÷åé â ñëàáî íåîäíîðîäíîé (íåñòàöèîíàðíîé)
ñðåäå .= −∂ω ∂k r&  Â ýòîì ñëó÷àå (ñð. ñ (1.7))
âîçìóùåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ( , ) ,i r teψ  ïðè÷åì

( , ) ,
∂ψ

ω = −
∂

t
t

r            ( , ) ,t
∂ψ

=
∂

k r
r

à çàêîíó äèñïåðñèè (1.8) ñîîòâåòñòâóåò óðàâ-
íåíèå ýéêîíàëà3 äëÿ ôàçû ψ:

2Äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà, îïèñûâàåìîãî èíòåãðàëîì
Ôóðüå, ýòî óòâåðæäåíèå âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå èíòåã-
ðèðîâàíèÿ âáëèçè òî÷êè ñòàöèîíàðíîé ôàçû.

3Àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèåì äëÿ ÷àñòèöû ñ çàêîíîì
äèñïåðñèè 2 2p mε =  ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè (ñì. [1]), ãäå ðîëü ôàçû èãðàåò äåéñòâèå.
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2
2 2( , )( ) 0.c r t

t

∂ψ  − ∇ψ = ∂ 

�Òÿæåëûé çâóê� è ãðàâèòàöèîííàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåíèÿ ïëîòíîñ-
òè â ñàìîãðàâèòèðóþùåé ñðåäå. Â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1.1) ìû äîëæíû
ó÷åñòü ñèëó òÿæåñòè

,g = −ρ∇Φf

ãäå Φ � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë, óäîâëåò-
âîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

4 .G∆Φ = π ρ (1.14)

Çäåñü G � ïîñòîÿííàÿ òÿãîòåíèÿ èç çàêîíà
Íüþòîíà. È ñèëà òÿæåñòè, è óðàâíåíèå äëÿ Φ
âïîëíå àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì âûðà-
æåíèÿì â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå4 è îòëè÷àþòñÿ
çíàêàìè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ. Ýòî îòëè÷èå â çíà-
êå ïðèâîäèò ê äàëåêî èäóùèì ïîñëåäñòâèÿì,
êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â âîçíèê-
íîâåíèè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè
(Äæèíñà). Îíà, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, íåñåò îò-
âåòñòâåííîñòü çà ñëèÿíèÿ ãàëàêòèê, êîòîðûå
ìû ðàññìîòðèì âî âòîðîé ÷àñòè îáçîðà.

Ñîâåðøàåì, êàê è âûøå, ïåðåõîä ê âîçìó-
ùåííûì âåëè÷èíàì5

4′ ′∆Φ = π ρG (1.14')

è â ôóðüå-êîìïîíåíòàõ íàõîäèì

24 .G k′ ′Φ = − π ρ (1.15)

Ïîäñòàâëÿÿ ′Φ  â fg, ïîëó÷àåì

24 ,g Gi k′= π ρf k (1.16)

à ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíè-
ìàåò âèä:

2 2
0 0= ( 4 ) .′ ′ωρ − π ρ ρc G kv k (1.17)

Ó÷åò ñàìîãðàâèòàöèè ñâîäèòñÿ, òàêèì îáðà-
çîì, ê çàìåíå

2 2 2
04 .c c G k→ − π ρ (1.17')

Îñóùåñòâëÿÿ åå â (1.8), ïîëó÷àåì çàêîí äèñ-
ïåðñèè äëÿ �òÿæåëîãî� çâóêà:

2 2 2
04 .k c Gω = − π ρ (1.18)

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (1.18) óäîáíî çàïèñàòü
â âèäå êâàäðàòà ÷àñòîòû Äæèíñà:

2
J 04 .Gω ≡ π ρ (1.19)

Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïëàçìåííîé ÷àñòîòû
2 2

04p n e mω = π  è ïîëó÷àåòñÿ èç íåå çàìåíîé
2 2,e Gm→  ïîçâîëÿþùåé ïåðåéòè îò çàêîíà

Êóëîíà ê çàêîíó Íüþòîíà. Çíàê, î êîòîðîì ìû
ãîâîðèëè âûøå, ôèãóðèðóåò â (1.18) è íå âêëþ-
÷åí â îïðåäåëåíèå J.ω  Èç (1.18) âèäíî, ÷òî,
åñëè 2 2 2,Jk c < ω  êâàäðàò ÷àñòîòû ñòàíîâèòñÿ
îòðèöàòåëüíûì è âîçíèêàåò íåóñòîé÷èâîñòü.
Îíà ðåàëèçóåòñÿ íà ìàñøòàáàõ, áîëüøèõ
äëèíû âîëíû Äæèíñà

J J J2 2k cλ > λ = π ≡ π ω (1.20)

4 ,e e= ρf E  ,e= −∇ΦE  div 4 e= πρE  (E � íàïðÿæåí-
íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Φe � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåí-
öèàë, ρe � ïëîòíîñòü çàðÿäà).

5Ïðîöåäóðà îòáðàñûâàíèÿ (áåñêîíå÷íîãî!) íåâîçìó-
ùåííîãî ôîíà 0,Φ  êîòîðóþ ïðèõîäèòñÿ ñîâåðøàòü ïðè
ïåðåõîäå îò (1.14) ê (1.14'), ïî ñóùåñòâó îçíà÷àåò íå-
êîððåêòíîñòü âûâîäà. Ðåçóëüòàò, îäíàêî, ñîãëàñóåòñÿ
ñ ðàññìîòðåíèåì óñòîé÷èâîñòè îãðàíè÷åííîé òÿãîòåþ-
ùåé ìàññû (ñôåðû). Â êîñìîëîãè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ íå-
ïðîòèâîðå÷èâîå ðàññìîòðåíèå ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõ
îáùåé (ðåëÿòèâèñòñêîé) òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè äëÿ
ðàñøèðÿþùåéñÿ Âñåëåííîé, ãäå íåóñòîé÷èâîñòü îêàçû-
âàåòñÿ, âïðî÷åì, íå ýêñïîíåíöèàëüíîé, à ñòåïåííîé [18à].
Çàìåíà æå �áåñêîíå÷íîñòåé� íóëÿìè (ïåðåíîðìèðîâêà)
äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ àòðèáóòîì ðÿäà êâàíòîâûõ ïîëå-
âûõ òåîðèé (íàïðèìåð, êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè).
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è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ìàññ, ïðåâûøàþùèõ
ìàññó Äæèíñà,

3
J J 0

4
.

3
M M

π
> ≡ λ ρ (1.20')

Ïðè ñæàòèè, ñîïðîâîæäàþùåì íåóñòîé÷è-
âîñòü Äæèíñà, âîçìîæåí êîëëàïñ, åñëè JM
óáûâàåò ñ ðîñòîì ïëîòíîñòè. Äëÿ óðàâíåíèÿ
ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà p T∝ ρ  ïðè àäèà-
áàòè÷åñêîì ïðîöåññå p γ∝ ρ  òàêîìó ïîâåäå-
íèþ JM  ñîîòâåòñòâóåò 4 3:γ <

( )1 23 3( 4 3) 2
J ,M T γ−∝ ρ ∝ ρ (1.21)

ãäå P Vc cγ =  � îòíîøåíèå òåïëîåìêîñòåé
èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ïîêàçàòåëü ïî-
ëèòðîïû. Êàê âèäíî èç (1.21), ïðè 4 3γ >
âåëè÷èíà JM  âîçðàñòàåò â ïðîöåññå ñæàòèÿ
è íåóñòîé÷èâîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ïðè ýòîì
îäíîðîäíàÿ ñðåäà ðàñïàäàåòñÿ íà îáúåêòû
ìàñøòàáà äëèíû Äæèíñà. Åñëè æå 4 3γ <  �
ñæàòèå ðàçâèâàåòñÿ êàòàñòðîôè÷åñêè (êîë-
ëàïñ6). Ìû âèäèì, ÷òî ó÷åò ãðàâèòàöèè ïðè-
âíîñèò â çàäà÷ó î çâóêå îïðåäåëåííûå ïðî-
ñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ìàñøòàáû, ÷òî
ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äèñïåðñèè âîëí.
(Àíàëîãè÷íî â çàäà÷å îá ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëíàõ ê äèñïåðñèè ïðèâîäÿò ïëàçìåííûå
ìàñøòàáû. Îñîáåííî âåëèêè ýòè ýôôåêòû äëÿ
ïðîäîëüíûõ âîëí, êîòîðûå â äëèííîâîëíîâîì
ïðåäåëå âûðîæäàþòñÿ â êîëåáàíèÿ ýëåêòðî-
íîâ îòíîñèòåëüíî èîíîâ ñ ôîðìàëüíî áåñêî-
íå÷íîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ).

2. Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè òÿæåëîé
æèäêîñòè � ïðèìåð äèñïåðñèè

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðèìåðó, êîòîðûé áó-
äåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ ðàçäåëàõ �
ê âîëíàì íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè. Íåîñïî-
ðèìîå ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ïðèìåðà íå òîëüêî
â áîãàòñòâå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ïðåäåëü-
íûõ ñëó÷àåâ è âàæíîñòè ïðèëîæåíèé, íî è
â íàãëÿäíîñòè. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ âîç-
ìîæíîñòü íàáëþäàòü êàê ðàçëè÷íûå ñîâîêóï-
íîñòè âîëí, òàê è ðàçâèòîå âîëíåíèå � àíàëîã
òóðáóëåíòíîñòè, ïðèðîäà ìíîãèõ ÿâëåíèé ïðî-
ÿñíèëàñü ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî, à âî ìíîãîì,
÷òî êàñàåòñÿ íåëèíåéíûõ âîëí, îñòàåòñÿ çàãà-
äî÷íîé äî ñèõ ïîð.

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå âîëíû íà ãëóáîêîé
âîäå (íà ïîâåðõíîñòè ìîðÿ, íàïðèìåð). Â óðàâ-
íåíèå (1.1) ââåäåì ïîòåíöèàëüíóþ ñèëó òÿæå-
ñòè .−ρ∇gz  Îñü z  íàïðàâèì âåðòèêàëüíî
ââåðõ, à ïëîñêîñòü 0=z  ïóñòü ñîâïàäàåò
ñ íåâîçìóùåííîé ïîâåðõíîñòüþ æèäêîñòè, çà-
íèìàþùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî 0<z  (ðèñ. 2.1).

6Äëÿ çâåçäû ýòî ìîæåò îçíà÷àòü âçðûâ ñ âîçíèêíî-
âåíèåì ñâåðõíîâîé è êîìïàêòíîãî ÿäðà, â êîòîðîì ñæà-
òèå ëèáî îñòàíàâëèâàåòñÿ êâàíòîâûìè íåòåïëîâûìè ïðî-
öåññàìè (áåëûå êàðëèêè, íåéòðîííûå çâåçäû), ëèáî ïðî-
èñõîäèò îáðàçîâàíèå �÷åðíîé äûðû�, åñëè ìàññà îñòàò-
êà ïðåâîñõîäèò ïðåäåëüíóþ ìàññó Ëàíäàó-×àíäðàñåêà-
ðà [18ñ]. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ êîëëàïñ â ÷åðíóþ äûðó
ñâÿçûâàþò ñ âîçìîæíûì âîçíèêíîâåíèåì �ãèïåðíîâîé�,
ñîïðîâîæäàåìûì ìîùíåéøèìè êîñìîëîãè÷åñêèìè γ-
âñïëåñêàìè [19ñ].

Ðèñ. 2.1. Êîëåáëþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü íåñæèìàå-
ìîé æèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè, çàíèìàþùàÿ ïî-
ëóïðîñòðàíñòâî z < (x, y,t);ζ  g � óñêîðåíèå ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ

Ñðåäó áóäåì ñ÷èòàòü íåñæèìàåìîé ( const),ρ =
÷òî ôîðìàëüíî îçíà÷àåò 2 ,c → ∞  ïðè ýòîì
óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè âûðîæäàåòñÿ â
div 0=v  èëè äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ ïîòåíöè-
àëüíîãî äâèæåíèÿ (1.6) � â óðàâíåíèå Ëàïëàñà
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0.∆ϕ = (2.1)

Èç ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
æèäêîñòè

0gz p
t

∂ϕ ∇ ρ + ρ + = ∂ 
(2.2)

ïîëó÷àåì èíòåãðàë (Êîøè-Ëàãðàíæà), îòêó-
äà, âêëþ÷èâ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ â ïî-
òåíöèàë ,ϕ  äëÿ äàâëåíèÿ íà âîçìóùåííîé
ãðàíèöå ðàçäåëà

( , ),z t= ς r         ( , )x y=r (2.3)

èìååì 0 ,p p p′= +  ãäå

0
0

.
z

z

p g
t=ς→−

=ς→−

 ∂ϕ′ = −ρ + ς  ∂ 
(2.4)

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå z> ς  (â �àòìîñôåðå�
èëè �âîçäóõå�) äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü äàâëåíèå
íåèçìåííûì (ðàâíûì �àòìîñôåðíîìó� äàâëå-
íèþ 0p ). Óñëîâèå ðàâåíñòâà äàâëåíèé ïðè

0z = ς →  ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

0

0.
z

g
t =

∂ϕ + ς =
∂ (2.5)

(Ïîñêîëüêó t∂ϕ ∂  ñàìî ïî ñåáå ìàëî â ìåðó
ìàëîñòè âîçìóùåíèé ãðàíèöû, ïðîèçâîäíóþ

t∂ϕ ∂  áåðåì ïðè z = 0). Âòîðîå ñîîòíîøåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ïîòåíöèàë ñêîðîñòè è âîçâûøå-
íèå ãðàíèöû, ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè

d
,

d =ς

ς ∂ς ∂ϕ= + ∇ς ≡ =
∂ ∂z

z

v
t t z

v (2.6)

èëè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè:

0

.
zt z =

∂ς ∂ϕ=
∂ ∂

(2.6')

Óðàâíåíèÿ (2.5) è (2.6') åùå íå ñîñòàâëÿþò
ïîëíóþ ñèñòåìó, òàê êàê â êèíåìàòè÷åñêîå
óñëîâèå (2.6') âõîäèò ïðîèçâîäíàÿ ,z∂ϕ ∂  îï-
ðåäåëÿåìàÿ ïîâåäåíèåì ïîòåíöèàëà â îáúåìå
æèäêîñòè. Ïîýòîìó îáðàùàåìñÿ ê óðàâíåíèþ
(2.1) ïðè 0,z<  ðåøåíèå êîòîðîãî íàéäåì, ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî ïî ïîâåðõíîñòè áåæèò ïëîñêàÿ
âîëíà ( )exp ,iς ∝ kr  ( , ,0).x yk k=k

Ïîòåíöèàë èùåì â âèäå ( , , )z tϕ =r
( , )exp( ),z t i= ϕ kr  è èç (2.1) äëÿ ( , )z tϕ  íàõîäèì

2
2

2
0, 0.

∂ ϕ − ϕ = <
∂

k z
z

(2.7)

Ðåøåíèå èìååò âèä

,kz kzAe Be−ϕ = + (2.7')

ïðè÷åì â ñèëó ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ 0,ϕ →
z→ −∞  êîýôôèöèåíò B = 0.

Èòàê, âîëíà íîñèò ïîâåðõíîñòíûé õàðàê-
òåð, çàòóõàÿ â ãëóáèíó æèäêîñòè íà ìàñøòà-
áàõ äëèíû âîëíû, (0, ) ,ϕ = ϕ kzt e  à ïðîèçâîäíàÿ
ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà

.k
z

∂ϕ
= ϕ

∂
(2.8)

Îêîí÷àòåëüíî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ϕ  è ς
ïðèíèìàåò âèä:

(0, ),
∂ς

= ϕ
∂

k t
t

       
(0, )

.
∂ϕ

= − ς
∂

t
g

t
(2.9)

Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò çàêîí äèñïåð-
ñèè (ðèñ. 2.2)

2 ,gkω = (2.10)
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ïðè÷åì êàæäàÿ èç ôóíêöèé ς  èëè (0, )ϕ t  óäîâ-
ëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ îñöèëëÿòîðà 2 0.ς + ω ς =&&

(Îïóùåííûé èíäåêñ k íóìåðóåò îñöèëëÿòî-
ðû). Â îòëè÷èå îò çâóêà, ñêîðîñòü ðàñïðîñò-
ðàíåíèÿ çàâèñèò îò äëèíû âîëíû ô ,v g k=
óâåëè÷èâàÿñü ñ åå ðîñòîì (ïîëîæèòåëüíàÿ
äèñïåðñèÿ). Ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ãð 4 ,v g k=
ò. å. âäâîå ìåíüøå ôàçîâîé. Òî, ÷òî áîëåå
äëèííûå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áûñòðåå

êîðîòêèõ, ïî-âèäèìîìó, çàìå÷àëè ìíîãèå.
Òàê, ÷àñòî èç îáëàñòè ðàçûãðàâøåãîñÿ äàëå-
êîãî øòîðìà âíåçàïíî íàáåãàþò íà áåðåã ñà-
ìûå áûñòðûå (ñàìûå äëèííûå) âîëíû, ïîñëå
÷åãî óæå ïîäíèìàåòñÿ âîëíåíèå.

Ðèñ. 2.2, a  ñðàçó æå çàñòàâëÿåò ïîäóìàòü
î ñóäüáå ñàìûõ äëèííûõ è êîðîòêèõ âîëí, äëÿ
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ãðv → ∞  èëè ãð 0.v →
ßñíî, ÷òî â ýòèõ îáëàñòÿõ èñïîëüçîâàííàÿ
òåîðèÿ íóæäàåòñÿ â èçìåíåíèè.

Ðèñ. 2.2. ×àñòîòà (ñïëîøíûå ëèíèè) è ñêîðîñòü âîëí (ïóíêòèð) íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè äëÿ ãðàíèöû
âîäà � âîçäóõ:
à)  äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå,
á) ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ïðè ãëóáèíå áàññåéíà h = 9.8 ñì,
â) êàïèëëÿðíûõ âîëí,
ã) êàïèëëÿðíî-ãðàâèòàöèîííûõ âîëí
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Åñëè äëèíà âîëíû íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî
óæå ñðàâíèìà ñ ãëóáèíîé áàññåéíà, òî ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà äëÿ ( , )z tϕ  äîëæíî
ó÷èòûâàòü ýòî îáñòîÿòåëüñòâî. À èìåííî,
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ æèäêî-
ñòè ÷åðåç äíî ( ) 0 :zv h− =

0.
z hz =−

∂ϕ =
∂

(2.11)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïîëíîå óðàâíåíèå (2.7),
äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ïðîèçâîäíîé ñ ó÷åòîì
(2.6') íàõîäèì,  ÷òî

0

( , )
(0, ) th .

=

∂ϕ = ϕ
∂ z

z t
t k kh

z
(2.12)

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàò ñâîäèòñÿ ê çà-
ìåíå â âûðàæåíèè äëÿ ïðîèçâîäíîé (2.8)

th .→k k kh (2.13)

Ñîîòâåòñòâåííî çàêîí äèñïåðñèè â áàññåéíå
êîíå÷íîé ãëóáèíû ìîæíî ïîëó÷èòü èç (2.10)
çàìåíîé (2.13):

2 th .ω = gk kh (2.14)

Ðàññìîòðèì â ýòîé ôîðìóëå ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé ñòîëü äëèííûõ âîëí, ÷òî 1.kh=  Òîãäà
th ,≈kh kh  è ìû ïîëó÷àåì �çâóêîâîé�, ëèíåé-
íûé çàêîí äèñïåðñèè:

,ω = ± gh k      1.kh= (2.14')

Âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü âîëíû ïðè λ → ∞  âûõî-
äèò íà �íàñûùåíèå� � ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå

,gh  à äèñïåðñèÿ èñ÷åçàåò (ðèñ. 2.2, á).
Â ìîðå ýòà ñêîðîñòü ìîæåò áûòü äîâîëüíî áîëü-
øîé, à â îêåàíå ( 4h ≈  êì) äîñòèãàåò 200 ì/ñ.
Òåì íå ìåíåå ýòà áîëüøàÿ ñêîðîñòü ñóùå-
ñòâåííî ìåíüøå ñêîðîñòè çâóêà â îêåàíå, ÷òî

îïðàâäûâàåò èñïîëüçóåìîå ïðèáëèæåíèå íå-
ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òàêèå äëèííûå âîëíû,
âîçáóæäàåìûå â îêåàíå çåìëåòðÿñåíèÿìè, ïðè
íàáåãàíèè íà áåðåã (öóíàìè) ìîãóò áûòü ïðè-
÷èíîé çíà÷èòåëüíûõ ðàçðóøåíèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîðîòêèå âîëíû. Çäåñü
ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì ýôôåêò Ëàïëàñà:
âîçíèêàåò ðàçíîñòü äàâëåíèé ïî îáå ñòîðîíû
îò èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè çà ñ÷åò âêëàäà
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Åå íåòðóäíî âû-
÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè

ïîâåðõíîñòè 21 ( ) d d .x y+ ∇ς∫  Â ñëó÷àå ìàëûõ

ãðàäèåíòîâ 1∇ς =  ýòà ðàçíîñòü äàâëåíèé åñòü

,p p− = α∆ς       0,z = ς → (2.15)

ãäå α � êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ ãðàíèöû �âîäà � âîçäóõ�, à p  � äàâëåíèå
â âîçäóõå. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (2.15),
èç (2.4) ïîëó÷àåì âìåñòî (2.5) ñîîòíîøåíèå
íà ãðàíèöå äëÿ ïëîñêîé âîëíû:

2

0

0.
z

g k
t =

 ∂ϕ α+ + ς = ∂ ρ 
(2.16)

Âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå óñêîðåíèå g çàìåíè-
ëîñü íà ýôô :g

2

ýôô .
α

→ = +
ρ
k

g g g (2.17)

Ñäåëàâ ýòó çàìåíó â çàêîíàõ äèñïåðñèè
(2.10) è (2.14), ïîëó÷àåì äëÿ êàïèëëÿðíî-ãðà-
âèòàöèîííûõ âîëí íà ãëóáîêîé âîäå ôîðìóëó
Òîìñîíà:

2
2 ,

k
g k

 αω = + ρ 
       1,kh? (2.18)

à â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû

2
2 th .

 αω = + ρ 

k
g k kh (2.19)
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Ðàññìîòðèì îáëàñòü ñòîëü êîðîòêèõ âîëí,
÷òî ñèëà òÿæåñòè óæå íåñóùåñòâåííà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ êàïèëëÿðíûìè ñèëàìè. Òîãäà

3
2 th ,

αω =
ρ
k

kh        2 2
0 .

g
k k

ρ
≡

α
? (2.20)

Íà ãëóáîêîé âîäå çàêîí äèñïåðñèè êàïèëëÿð-
íûõ âîëí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóêóáè÷åñêóþ
ïàðàáîëó

3 2,k
αω =
ρ     

1
,k

h
? 0.k (2.21)

Â îòëè÷èå îò ïîâåðõíîñòíûõ ãðàâèòàöèîííûõ
âîëí (2.10) ñêîðîñòü êàïèëëÿðíûõ âîëí ðàñ-
òåò ñ ðîñòîì k (ñì. ðèñ. 2.2, â è ðèñ. 2.3):

1 2
ô ,v k

α=
ρ

        1 2
ãð

3
.

2

α=
ρ

v k (2.22)

Ýòî äðóãîé òèï äèñïåðñèè (ò. í. îòðèöàòåëü-
íàÿ äèñïåðñèÿ), ÷òî ñóùåñòâåííî ñêàæåòñÿ â
íåëèíåéíûõ ïðîöåññàõ.

Â ñëó÷àå êàïèëëÿðíûõ âîëí íà ìåëêîé âîäå
ïîëó÷àåì (äâóìåðíûé) êâàäðàòè÷íûé çàêîí
äèñïåðñèè

2,
h

k
αω =
ρ            0

1
,k k

h
? ? (2.23)

íàïîìèíàþùèé çàêîí äèñïåðñèè îáû÷íûõ íå-
ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö 2 2 .p mε =

Ñîãëàñíî (2.19) â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ïðîõîäèò ÷åðåç ìèíèìóì,
ïîëîæåíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ
êàïèëëÿðíîé ïîñòîÿííîé 0k  è ãëóáèíû áàññåé-
íà h. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà ñêî-
ðîñòè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, îïèñûâàåìûõ çà-
êîíîì äèñïåðñèè (2.19), êàê íåòðóäíî ïðîâå-
ðèòü, ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

0 3.k h> (2.24)

Ïðåäåëû, â êîòîðûõ èçìåíÿåòñÿ ïîëîæåíèå
ìèíèìóìà ñêîðîñòè kmin ïðè èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðîâ, ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû íóëþ ïðè

0 3 0k h= +  è 0 0k −  ïðè .h → ∞  ×òîáû óáå-

äèòüñÿ â ýòîì, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñêî-
ðîñòè âîëíû, ñëåäóþùåå èç (2.19), â áåçðàç-
ìåðíûõ âåëè÷èíàõ:

2
2

2

0

th
1 , ,

, .

 
= + ≡ 

 
≡ ≡

x x
v v V gh

xy

x kh y k h
(2.25)

Äèôôåðåíöèðóÿ (2.25), èç ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿ-
çûâàþùåãî ïîëîæåíèå ìèíèìóìà mx  ñ ïàðà-
ìåòðîì y, ïîëó÷àåì

2 2 sh(2 ) 2
,

sh(2 ) 2
m m

m
m m

x x
y x

x x

+=
−

(2.26)

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóþò óêàçàííûå ïðåäåëû.
Õîòÿ î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìóìà ñêîðîñ-

òè ãðàâèòàöèîííî-êàïèëëÿðíûõ âîëí áûëî èç-
âåñòíî âåñüìà äàâíî, ñâÿçàííûé ñ íèì öå-
ëûé ïëàñò ÿâëåíèé (â ÷àñòíîñòè, ãðàâèòàöè-
îííî-êàïèëëÿðíûå ñîëèòîíû [15]) íà÷àë èñ-
ñëåäîâàòüñÿ â ñàìûå ïîñëåäíèå ãîäû.

Ðèñ. 2.3. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ÷àñòîòû
è ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëí íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
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3. Âîëíû íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
è ëèíåéíûå íåóñòîé÷èâîñòè

3à. Íåóñòîé÷èâîñòü Êåëüâèíà-Ãåëüìãîëüöà
Ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî ïëîòíîñòè ñðåä ïî îáå ñòîðîíû îò ãðà-
íèöû ðàçäåëà ìîãóò áûòü ñðàâíèìû è êàæäîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî ìîæåò äâèãàòüñÿ êàê öåëîå
(ñî ñâîåé ñêîðîñòüþ U) (óñëîâíî ìîæíî ãîâî-
ðèòü î �âåòðå� è �òå÷åíèè�). Êàê ìû óæå óáåæ-
äàëèñü, â îáúåìíûõ óðàâíåíèÿõ äâèæåíèå ñðå-
äû ïðîÿâëÿåòñÿ â çàìåíå ÷àñòîòû íà äîïïëåðîâ-
ñêè ñäâèíóòóþ ñîãëàñíî (1.10), òî æå ïðîèñõî-
äèò è â êèíåìàòè÷åñêîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè (2.6).
Ïðîíóìåðóåì ñðåäû òàê, ÷òîáû íèæíÿÿ ñðåäà
èìåëà èíäåêñ 2, âåðõíÿÿ � 1 (ðèñ. 3à.1). Óñëîâèå
äëÿ ñêà÷êà äàâëåíèé (2.15) ïðèîáðåòàåò âèä

( ) ( )1 1 1 2 2 2i i− ρ ω − ϕ + ρ ω − ϕ +kU kU

( ) 2
1 2 0.g k+ ρ − ρ ς − α ς = (3à.1)

Ïîñêîëüêó â âåðõíåé ñðåäå ðåøåíèå óáûâàþ-
ùåå ïðè  → ∞z  åñòü ,kze−  òî

1
1 0

0

,k
z ς+

∂ϕ → − ϕ
∂

       .z> ς (3à.2)

Ñðàâíèâàÿ ñ (2.8), âèäèì î÷åâèäíîå îòëè÷èå
â çíàêå. Ïîýòîìó âûðàæàÿ 1ϕ  è 2ϕ  ÷åðåç ς

ñ ïîìîùüþ (2.6), (2.8) è (3à.2) è ïîäñòàâëÿÿ
â (3à.1) ïîëó÷àåì, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôè-
öèåíò ïðè ς , äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

( ) ( )2 2
1 1 2 21

ρ ω − + ρ ω − +kU kU

( ) 3
1 2 0.gk k+ ρ − ρ − α = (3à.3)

Ðåøåíèå âûïèøåì, ïîëàãàÿ 2 0,=U  1 :=U U

1

1 2

,D
ρω = ±

ρ + ρ
kU

3
22 1 1 2

2
1 2 1 2

( )
( ) .

( )

gk k
D

ρ − ρ + α ρ ρ= −
ρ + ρ ρ + ρ

kU (3à.4)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.
1) Ñàìûé ïðîñòîé � äâå íåïîäâèæíûå ñðå-

äû: 0,=U  ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå ïðåíåá-
ðåæèìî ìàëî ( 0),α =  2 1,ρ > ρ

2 1

2 1

.gk
ρ − ρω = ±
ρ + ρ

(3à.5)

Ïðè 2 1ρ ρ?  ïîëó÷àåì çíàêîìûé çàêîí äèñ-
ïåðñèè (2.10), èç êîòîðîãî âûïàëà ïëîòíîñòü.
Åñëè âåëè÷èíà 2 1ρ − ρ  ïîëîæèòåëüíà, íî ìàëà
ïî ñðàâíåíèþ ñ 2 1,ρ + ρ  ïîëó÷àåì íèçêî÷àñ-
òîòíóþ âåòâü ò. í. �âíóòðåííèõ� âîëí, âîçíè-
êàþùèõ íà ñëàáîì ñêà÷êå ïëîòíîñòè èç-çà
ñêà÷êà òåìïåðàòóðû (�òåðìîêëèí�), ñîëåíî-
ñòè (íàïðèìåð, ïðè âïàäåíèè ðåê â ìîðå è ò.
ï.). Ïðè ìàëîé ðàçíîñòè ïëîòíîñòåé, åñòå-
ñòâåííî, ìàë è êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ α . (Ðàññìîòðåííàÿ íàìè ìîäà
ëèøü ïðîñòåéøèé ïðåäñòàâèòåëü öåëîãî ñïåê-
òðà âíóòðåííèõ âîëí, îïðåäåëÿåìûõ õîäîì
ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè ).z∂ρ ∂

Çàìå÷àíèå. Òåðìîêëèí âîçíèêàåò èç-çà ïðî-
ãðåâà è ïåðåìåøèâàíèÿ øòîðìàìè âåðõíåãî
ñëîÿ îêåàíà, ìîðÿ è ò. ï., çàëåãàåò ñîîòâåò-
ñòâåííî íà ðàçíûõ ãëóáèíàõ (â îêåàíå îêîëî
100 ì, â Êàñïèéñêîì ìîðå îêîëî 40 ì), è èãðà-
åò âàæíóþ ðîëü â áèîëîãèè ìîðÿ. Èç-çà ìàëîé

Ðèñ. 3a. 1. Êîëåáëþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà äâóõ
ñðåä â ïîëå òÿæåñòè ïðè íàëè÷èè òå÷åíèÿ (ñêî-
ðîñòü U2 ) è âåòðà (ñêîðîñòü U1)
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�óïðóãîñòè� ìîãóò ðàñêà÷èâàòüñÿ âîëíû çíà-
÷èòåëüíî áîëüøåé àìïëèòóäû, ÷åì íà ïîâåð-
õíîñòè. Ýòè �øòîðìû�, ïî-âèäèìîìó, ìîãóò
áûòü íåáåçðàçëè÷íû äëÿ ïîäâîäíûõ ñóäîâ.

2) 0,=U  0,α =  2 1ρ < ρ  � òÿæåëàÿ æèä-
êîñòü ëåæèò íà ëåãêîé. ×àñòîòû ïðè ýòîì ÷èñòî
ìíèìû è îäèí èç êîðíåé c Im 0γ = ω >  îòâå÷à-
åò íåóñòîé÷èâîñòè Ðýëåÿ-Òåéëîðà (ÐÒ). Îíà
÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäå è îòâåòñòâåííà
çà íåêîòîðûå âàæíûå ïðîöåññû â àñòðîôèçè-
êå. Ìåõàíè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ïîäñêàçûâàåò íà-
ðàñòàþùåå îòêëîíåíèå îò íåóñòîé÷èâîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìàêñèìóìå ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè. Â äàííîì ñëó÷àå Re 0,ω =  ò. å.
íåóñòîé÷èâîñòü àïåðèîäè÷åñêàÿ.

Çàìå÷àíèå. Ðîëü g ìîæåò èãðàòü óñêîðåíèå
ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû (ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñ-
òè). Â ÷àñòíîñòè, èñïàðåíèå è ðàçëåò ìèøåíè
â âàðèàíòàõ èíåðöèàëüíîãî òåðìîÿäåðíîãî
ñèíòåçà èç-çà âêëàäà âíåøíåé áîëåå ïëîòíîé
îáîëî÷êè ïðèâîäèò ê íåæåëàòåëüíîé íåóñòîé-
÷èâîñòè ÐÒ, ñ êîòîðîé ïðèõîäèòñÿ ñïåöèàëüíî
áîðîòüñÿ. Îíà ñóùåñòâåííà â îáîëî÷êàõ
ñâåðõíîâûõ, â ãàëàêòè÷åñêèõ äèñêàõ. Ýòîò ñïè-
ñîê ëåãêî ïðîäîëæèòü.

3) 0,≠U  0g = α =  � òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ:

( )
( )21 2

2
2 1

.i
ρ ρ

ω = ±
ρ + ρ

kU (3à.6)

Âèäíà íåóñòîé÷èâîñòü, êîòîðàÿ îòâåòñòâåííà
çà �ïîëîñêàíèå� ôëàãîâ è èìååò òàêæå ìíî-
æåñòâî àíàëîãîâ â ïðîöåññàõ, ïðîèñõîäÿùèõ
â îêðóæàþùåé íàñ ïðèðîäå è â êîñìîñå.

4) Çà ñ÷åò ñèë òÿæåñòè è êàïèëëÿðíûõ ñèë
âîçìîæíà ñòàáèëèçàöèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Êåëü-
âèíà-Ãåëüìãîëüöà (ÊÃ): 0,≠U  g, 0.α ≠

Óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíîñòü äèñêðèìèíàíòà â (3à.4) 0.D >  Ãðà-
íèöà óñòîé÷èâîñòè D = 0 ïðèâîäèò ê êâàäðàò-
íîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî k, îòêóäà â ñâîþ
î÷åðåäü óñëîâèå íà åãî äèñêðèìèíàíò 0D <%
ïðèâîäèò ê óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè

21 2
2 1

1 2

4( ) ,U g
ρ ρ < ρ − ρ α

ρ + ρ
(3à.7)

èëè ïðè 2 1ρ ρ?  (íàïðèìåð, â ñëó÷àå �âîäà-
âîçäóõ�)

( )2 2
1 2 ôàç min

.U Vρ < ρ (3à.8)

Óñëîâèå ýòî èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.
Ïóñòü íà ãðàíèöå ðàçäåëà, îòäåëÿþùåé ïîêî-
ÿùóþñÿ âîäó îò äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ

constU =  âîçäóõà, âîçíèêàåò âîçâûøåíèå ς
ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì λ (èãðàþùèì ðîëü
äëèíû âîëíû). Ïîòåíöèàëüíîå îáòåêàíèå ýòî-
ãî âîçâûøåíèÿ (ðèñ. 3à.2) â ñèëó çàêîíà Áåð-
íóëëè âûçûâàåò ïîÿâëåíèå ïîäúåìíîé ñèëû,
ïðèâîäÿùåé ê äàëüíåéøåìó ðîñòó âîçâûøå-
íèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñêîðîñòü âîçäóõà íàä
âîçâûøåíèåì èç-çà óìåíüøåíèÿ ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, âñëåäñòâèå ÷åãî äàâ-
ëåíèå ïàäàåò. Ñèëà òÿæåñòè, ïðåïÿòñòâóþùàÿ
ïîäíÿòèþ æèäêîñòè, è ñèëà ïîâåðõíîñòíîãî
íàòÿæåíèÿ, ïðåïÿòñòâóþùàÿ èñêðèâëåíèþ ïî-
âåðõíîñòè, ñîçäàþò âîçâðàùàþùóþ ñèëó, ñòðå-
ìÿùóþñÿ ñòàáèëèçèðîâàòü íåóñòîé÷èâîñòü.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëü-
âèíà-Ãåëüìãîëüöà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

2 2
min âîçä ,V Uρ < ρ  èëè

min ÊÃ

âîçä

.U V U
ρ> ≡

ρ

Èç-çà ìàëîé ïëîòíîñòè âîçäóõà (ìàëîñòè
ïîäúåìíîé ñèëû) ýòîò ìåõàíèçì ïðèâîäèò
ê î÷åíü áîëüøèì êðèòè÷åñêèì ñêîðîñòÿì:

Ðèñ. 3a. 2. Îáòåêàíèå âîçâûøåíèÿ ëàìèíàðíûì ïî-
òîêîì
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ÊÃ 6U ≈  ì/ñ, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèì òå,
ïðè êîòîðûõ âîçíèêàåò âîëíåíèå. Äîëãîå âðå-
ìÿ áûëî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, â ÷åì çäåñü
äåëî. Ïðîáëåìà ïðîñóùåñòâîâàëà îêîëî ïîëó-
âåêà è ðàçãàäêà ïðèâåëà Ìàéëñà è Ôèëëèïñà
ê îòêðûòèþ âåòðîâîé íåóñòîé÷èâîñòè.

3á. Âåòðîâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
Èñòî÷íèêîì âîëíåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè

ìîðÿ, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ âåòåð. Ïàðàäîê-
ñàëüíî, ÷òî ëèøü îòíîñèòåëüíî íåäàâíî áûë
âûÿñíåí èñòèííûé ìåõàíèçì âåòðîâîé íåóñ-
òîé÷èâîñòè (ÂÍ). Îòâåòñòâåííûì çà íåóñ-
òîé÷èâîñòü îêàçàëñÿ ðåçîíàíñ.

Ïîñìîòðèì íà çàêîí äèñïåðñèè ïîâåðõíîñò-
íûõ âîëí. Îí èìååò òèïè÷íî �ñâåðõòåêó÷èé�
õàðàêòåð ïî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ Ëàíäàó. Ñî-
ãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ íå
ïîçâîëÿþò ðîæäàòüñÿ âîçáóæäåíèÿì (âîëíàì)
ïðè ñêîðîñòÿõ, ìåíüøèõ êðèò ,V  êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ íàêëîíîì êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç
íà÷àëà êîîðäèíàò. Êàñàíèå ïðîèñõîäèò ïðè

0,k k=  ò. å. ïðè êðèò min ,V V=  îòêóäà ïîëó÷àåì
óñëîâèå âîçáóæäåíèÿ âîëí â âèäå (ðèñ. 3á.1)

min ,U V>      min 23V ≈  ñì/ñ.

Ýòî óñëîâèå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øèì êðèòè÷åñêèì ñêîðîñòÿì, ÷åì óñëîâèå Êåëü-
âèíà-Ãåëüìãîëüöà, òàê êàê â íåì îòñóòñòâóåò

áîëüøîé ìíîæèòåëü âîçäρ ρ  ïðè Vmin . Åãî ôè-
çè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â âîçíèêíîâåíèè ðå-
çîíàíñà ìåæäó âèõðÿìè â âîçäóõå, ïåðåíîñè-
ìûìè ñî ñêîðîñòÿìè âåòðà, è ïîâåðõíîñòíû-
ìè âîëíàìè, ïðè÷åì ðåçîíàíñ âîçíèêàåò, êàê
òîëüêî ñêîðîñòü âèõðåé (ñêîðîñòü ïîòîêà) íà-
÷èíàåò ïðåâîñõîäèòü íàèìåíüøóþ ñêîðîñòü
âîëí min.V  Íåîäíîðîäíîñòü ïðîôèëÿ ñêîðîñ-
òåé âåòðà ( )U z  ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðåçî-
íàíñ îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèøü â �ñëîå ñîâïàäå-
íèÿ�, â êîòîðîì ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðàâíà ñêîðîñòè âîëíû (ðèñ 3á.2). Ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ñëîé ñîâïàäåíèÿ âîçíèêàåò íà ∞  è
ñ ðîñòîì ñêîðîñòè U∞ ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîâåð-
õíîñòè ðàçäåëà (ò. å. âèõðè êàê áû ïðèõîäÿò èç
áåñêîíå÷íîñòè). Èíêðåìåíò ñóùåñòâåííî çà-
âèñèò îò ïîëîæåíèÿ ñëîÿ ñîâïàäåíèÿ è ïðî-
ïîðöèîíàëåí âòîðîé ïðîèçâîäíîé ( ( ))U z′′−

Ðèñ.  3á. 1. à) Êðèòåðèé Ëàíäàó âîçáóæäåíèÿ âîëí
ïîòîêîì (ïðèìåíèòåëüíî ê âîëíàì íà ïîâåðõíîñ-
òè æèäêîñòè) â òåðìèíàõ çàêîíà äèñïåðñèè;
á) òî æå â òåðìèíàõ ñêîðîñòåé âîëí

Ðèñ. 3á. 2. Ñâÿçàííûå óñëîâèåì ðåçîíàíñà ïîâåðõ-
íîñòíûå âîëíû è âèõðè â ñëîå ñîâïàäåíèÿ [5c]

â ýòîì ñëîå. Ïîýòîìó ýôôåêò îòñóòñòâóåò ïðè
ëèíåéíîì ïðîôèëå ñêîðîñòåé. Ïðè ïîâûøåíèè
ñêîðîñòè âåòðà óñëîâèå ðåçîíàíñà âûïîëíÿåò-
ñÿ äëÿ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí ñî âñå ìåíüøèìè
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çíà÷åíèÿìè V. Èñòî÷íèê ñìåùàåòñÿ, òàêèì îá-
ðàçîì, â ñòîðîíó ìàëûõ âîëíîâûõ ÷èñåë.

Íàéäåì èíêðåìåíò âåòðîâîé íåóñòîé÷èâîñòè.
Äëÿ îïèñàíèÿ íåïîòåíöèàëüíîãî äâèæåíèÿ

â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óäîáíî ââåñòè âåê-
òîðíûé ïîòåíöèàë B: rot ,=v B  òîãäà óðàâíå-
íèå div 0=v  óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî.
Ïðîôèëü ñêîðîñòè â ïîòîêå çàäàí:

( ) ( ( ),0,0).z U z=U (3á.1)

Âîçìóùåíèå èùåì â âèäå rot ,′ =v Φ  ïðè÷åì
ñ÷èòàåì åãî íå çàâèñÿùèì îò y. Äâóìåðíûé
õàðàêòåð äâèæåíèÿ (ïëîñêîå òå÷åíèå) ïîçâîëÿ-
åò èñõîäèòü èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàâèõðåííîñ-

òè 
d

rot 0,
dt

=v  êîòîðûé äëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñëåäóåò èç òåîðåìû

Òîìñîíà 
d

0
dt

Γ
=  ñîõðàíåíèÿ öèðêóëÿöèè ñêîðî-

ñòè d .Γ = ∫ v lÑ  Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ìàëîãî êîí-

òóðà rot d rot ,Γ = ≈ ⋅δ∫∫Ò v s v s  ãäå ,δ = δ δ yx zs e

îòêóäà rot .Γ ≈ ⋅δy sv  Â ñâîþ î÷åðåäü, â ñèëó
íåñæèìàåìîñòè

d
div 0.

d
x z

x z

v vs
v z x v s s

t x z

δ δδ  = δ δ + δ δ = δ + = δ ⋅ = δ δ 
v

Òàêèì îáðàçîì, èç 
d

0
dt

Γ =  ñëåäóåò (â ýòîì

ñëó÷àå) 
d

rot 0.
dt

=v  Äëÿ ïëîñêîãî òå÷åíèÿ

óäîáíî òàêæå âûðàçèòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë
÷åðåç ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó � ôóíêöèþ òîêà
ñîãëàñíî ,y= − ψB e  y= − φeΦ

( )rot rotrot ( ) .y yU z′= = −∆ = ∆ψ = + ∆φv B B e e

(3á.2)

Óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò ãàìèëüòîíîâ âèä, ãäå
ðîëü îáîáùåííîãî èìïóëüñà èãðàåò îäíà èç
êîîðäèíàò, à ðîëü ãàìèëüòîíèàíà èãðàåò ôóíê-

öèÿ òîêà: ,
∂ψ

=
∂

&x
z

 .
∂ψ

= −
∂

&z
x

 Äëÿ âîçìóùåí-

íîé ôóíêöèè òîêà, êîòîðóþ èùåì â âèäå ïëîñ-
êîé âîëíû

[ ]( )exp ( ) ,z i kx tφ = φ − ω (3á.3)

çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàâèõðåííîñòè (3á.2) ïðèâî-
äèò ê óðàâíåíèþ Ðýëåÿ:

2
2

2

d ( )
0,

( )d

U z
k

U z Vz

′′ φ − − φ = − 
( ,V

k

ω≡
2

2

d

d

U
U

z
′′ ≡ ).

(3á.4)

Ñëåäóÿ Ðýëåþ, óìíîæàåì (3á.4) íà ∗φ  è, ïðîèí-
òåãðèðîâàâ ïî z îò 0 äî ,∞  ïîëó÷àåì óñëîâèå

2 2 22
0 00

0

( )
d ,

( )

U z
z k

U z
k

∞
∞∗ ∗

 
 ′′′ ′ ′φ + φ + φ = φ φ = −φ φ ω −  

∫

(3á.4')

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíà. Ïîëþñíàÿ îñî-
áåííîñòü â óðàâíåíèè Ðýëåÿ ñîîòâåòñòâóåò
ðåçîíàíñó ( ) ,cU z V=  î êîòîðîì ìû óæå ãîâî-
ðèëè. Åå íàëè÷èå ïîçâîëÿåò â ðåçîíàíñíîì ïðè-
áëèæåíèè âûðàçèòü ìíèìóþ ÷àñòü ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ïðîèçâîäíîé ′φ φ  íà âîçìóùåííîé ãðà-
íèöå ðàçäåëà ÷åðåç âåëè÷èíó, êîòîðóþ ìîæíî
îöåíèâàòü çíà÷èòåëüíî ãðóáåå, � îòíîøåíèå
êâàäðàòà ìîäóëåé ôóíêöèé òîêà â êðèòè÷åñêîì
ñëîå è íà ãðàíèöå. Ïðàâèëî îáõîäà îñîáåííîñòè

0V V i→ +  ñîîòâåòñòâóåò àäèàáàòè÷åñêîìó
âêëþ÷åíèþ âîçìóùåíèÿ íà −∞  ïî t.

Âçÿâ ìíèìóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ôîðìóëó
Ìàéëñà

2

0

0 0

Im ,c c

c

U

U

′ ′′φ φ= −π
′φ φ

     ( ).c czφ ≡ φ (3á.5)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â òåð-
ìèíàõ ïîòåíöèàëà, ïîëó÷èì ãðàíè÷íûå óñëî-
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âèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà, à èç íåïðåðûâ-
íîñòè äàâëåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ïîëó÷èì
�äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå�

20
1 0 0 0 2

0

( ) ( ) .kU kU kU k
′ φ ′ρ ω − + ω − = ρ ω φ 

(3á.6)

Êàâû÷êè ïîñòàâëåíû ïîòîìó, ÷òî â (3.á.6) âõî-
äèò âåëè÷èíà 0 0 ,′φ φ  êîòîðóþ åùå ñëåäóåò
íàéòè èç óðàâíåíèÿ Ðýëåÿ. Ñäåëàòü ýòî â îá-
ùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî èç-çà íàëè÷èÿ ïðîôè-
ëÿ ( ).U z  Îäíàêî åñëè îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëå-
íèåì ìàëîãî èíêðåìåíòà, òî (ïðè 0 0,U =  ÷òî
íàñ âïîëíå óñòðàèâàåò) íàõîäèì èç (3á.6) äëÿ

2 1 1ρ ρ ?

01
ô

2 0

Im Im ,V
′φργ = ω = −

ρ φ
  01

ô

2

.
U

V
k

′ρ≅ −
ρ

(3á.7)

(Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ èíêðåìåíòà ÷å-
ðåç ôV  ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì êîíêðåòíîå
âûðàæåíèå äëÿ ôV  â (3á.7)). Èñïîëüçóÿ âûðà-

æåíèå äëÿ 0

0

Im
′φ

φ
 (3á.5), ïîëó÷àåì

2

1
ô

2 0

.c c

c

U
V

U

′′ φρ
γ = π

′ρ φ
(3á.8)

Îöåíèòü îòíîøåíèå ìîäóëåé, âõîäÿùåå â (3á.8),
ìîæíî, íàïðèìåð, ñî ñòîðîíû áîëüøèõ k,
ãäå ðåøåíèå èìååò ïðîñòîé âèä ïîâåðõíîñò-
íîé âîëíû

( ) (0) kzz e−φ = φ

è, ñîîòâåòñòâåííî, èíêðåìåíò ýêñïîíåíöèàëü-
íî óáûâàåò ñ ðîñòîì k:

( ) ( )1
ô

2

( ) exp 2 ,c
c

c

U
k V kz

U

′′ργ = π −
′ρ  1.ckz ? (3á.9)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ k èíêðåìåíò ìàë
(â ñèëó òîãî, ÷òî óçêèé ðåçîíàíñíûé ñëîé íå-
ýôôåêòèâíî âçàèìîäåéñòâóåò ñ î÷åíü äëèííîé
âîëíîé), ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó î òîì,
÷òî äëÿ âåòðîâîé íåóñòîé÷èâîñòè ( )kγ  èìååò
ìàêñèìóì ïðè 1.ckz ≈  Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî
âåñüìà ñóùåñòâåííî, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê âîç-
íèêíîâåíèþ âûäåëåííûõ ìàñøòàáîâ, âàæíûõ
âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Èíêðåìåíò ïðîïîðöè-
îíàëåí ìíèìîé ÷àñòè èíòåãðàëà, äàâàåìîé ïîëó-
âû÷åòîì â òî÷êå ðåçîíàíñà, è òàêèì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ( )U z′′  â ýòîé òî÷êå.

Ôîðìóëà Ìàéëñà âåðíà, åñëè èíêðåìåíò
äîñòàòî÷íî ìàë. Åñëè îòêàçàòüñÿ îò ýòîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ, òî ëåâàÿ ñòîðîíà ðàâåíñòâà
(3.4') ïîñëå âçÿòèÿ ìíèìîé ÷àñòè ïðèìåò âèä:

2

2 2
0

( )
Im d ,

( ( ) Re ) (Im )

U z
V z

U z V V

∞  ′′
φ − + 

∫ (3á.10)

îòêóäà â îòñóòñòâèå ðåçîíàíñà è ïðè æåñòêîé
ãðàíèöå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (3á.4') îáðàùà-
åòñÿ â íóëü, ñëåäóåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ðý-
ëåÿ îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé áåç òî÷åê ïåðå-
ãèáà. Â óñëîâèÿõ ðåçîíàíñà ïðè Im 0→V   è

0,cU ′ ≠  âûíîñÿ ÷èñëèòåëü â òî÷êå ðåçîíàíñà
çà çíàê èíòåãðàëà è èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå

2( ) Re ( ) ,c cU z V U z z′− ≈ −  âîçâðàùàåìñÿ ê (3á.5).
Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïîëó÷èòü èíêðå-
ìåíò âåòðîâîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå

0.cU ′ =  Èíêðåìåíò ÂÍ äëÿ ìàãíèòîãèäðîäè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [5g] (ìàãíèòîñôåð-
íàÿ ìîäåëü îáëàêîâ ðàäèîãàëàêòèê, êîñìè-
÷åñêèõ ñòðóé (äæåòîâ), êîìåòíûõ õâîñòîâ).
Çäåñü çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ
ÌÃÄ-âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ àëüôâåíîâñ-

êîé ñêîðîñòüþ 
ýôô

.
4

=
πρa

H
v  Åñëè ñêîðîñòü

âåòðà ìåíüøå çâóêîâîé, ðåçóëüòàò ñîîòâåò-
ñòâóåò ïðèâåäåííîìó â òåêñòå ñ çàìåíîé

ô .aV v→  Ïðè ñâåðõçâóêîâîì äâèæåíèè ìàê-
ñèìóì èíêðåìåíòà ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäå-
íèþ ñïèðàëüíîé âîëíû, ÷òî íà ïëîñêîé ãðàíè-
öå ðàçäåëà îòâå÷àåò âîëíàì, áåãóùèì ïîä
óãëîì ê ïîòîêó.



Â. Ì. Êîíòîðîâè÷

180 Ðàäèîôèçèêà è ðàäèîàñòðîíîìèÿ, 2001, ò. 6, ¹3

4. Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ
äëÿ äâèæåíèé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè

Âñå ðàçîáðàííûå âûøå ïðèìåðû ñâîäÿòñÿ
ê ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå, ÷òî, îäíàêî, íåïîñ-
ðåäñòâåííî íå âèäíî â åñòåñòâåííûõ ïåðå-
ìåííûõ ρ, v è p, íî, êàê áûëî ïîêàçàíî
Â. Å. Çàõàðîâûì [2a,b], ïðîÿâëÿåòñÿ ïîñëå ïå-
ðåõîäà ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì, êîòîðû-
ìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ âîçâûøåíèå

( , )tς r  è ïîòåíöèàë íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè
( , ( , ), ).t tψ = ϕ ςr r  Ïðîâåðèì ýòî âíà÷àëå íà

ðàññìîòðåííûõ âûøå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâ-
íåíèÿõ. Ðîëü ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà áóäåò èã-
ðàòü ýíåðãèÿ ñèñòåìû E, îòíåñåííàÿ ê åäèíè-
öå ìàññû ( const,ρ =  h � ãëóáèíà áàññåéíà):

( ) ( )
2

0

1
= d d ( ) d d .

2

ς ς

−

= ∇ϕ +
ρ ∫ ∫ ∫ ∫

h

E
H z zgz

r r

r r (4.1)

Ïðîâàðüèðóåì åå ïî âîçâûøåíèþ, îãðàíè÷èâ-
øèñü êâàäðàòè÷íûìè ñëàãàåìûìè ïî ìàëûì
ς  è ,∇ϕ  ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîìó ïðè-
áëèæåíèþ â óðàâíåíèÿõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âåðõíèé ïðåäåë â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äîë-
æåí áûòü çàìåíåí íóëåì. Òîãäà èìååì

d , ( ) .
( )

H
H g g

δδ = ςδς ς ≡
δς∫ r r

r
(4.2)

Âûïèñàííàÿ çäåñü ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ÷àñòíîé ïðîèç-
âîäíîé íà ñëó÷àé êîíòèíóàëüíûõ (ðàñïðåäå-
ëåííûõ) ñèñòåì. Ñðàâíèâàÿ ñî âòîðûì óðàâ-
íåíèåì (2.9), âèäèì, ÷òî îíî ïðèíèìàåò âèä

0

.
( )=

δϕ δ= −
δ δςz

H

t r
(4.3)

Ïðîâàðüèðóåì â ýòîì æå ïðèáëèæåíèè H ïî .ϕ
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì,:

0

= d d
−

∂ ∂ϕ δ δϕ − ∂ ∂ ∫ ∫
h

H z
z z

r

0

0

d d (0).
zh

z
z =−

∂ϕ− ∆ϕδϕ = δϕ
∂∫ ∫r (4.4)

Ìû ó÷ëè, ÷òî áëàãîäàðÿ íåñæèìàåìîñòè
0.∆ϕ =  Òàêèì îáðàçîì, è ïåðâîå èç óðàâíå-

íèé (2.9) ïðèîáðåòàåò ãàìèëüòîíîâ âèä

,
δς δ=
δ δψ

H

t
    ãäå 

0

,
=

δ ∂ϕ≡
δψ ∂ z

H

z
 0.ψ = ϕ (4.5)

Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâ âèä èìåþò
è òî÷íûå íåëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïî-
òåíöèàëüíîãî äâèæåíèÿ (Â. Å. Çàõàðîâ [2a,b]):

21
( ) 0,

2 z
z

g
t =ς

=ς

∂ϕ + ∇ϕ + ς =
∂

(4.6)

.
z

zt z=ς
=ς

∂ς ∂ϕ+ ∇ϕ ∇ς =
∂ ∂

(4.7)

Âûâîä àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó. Ïðè èíòåã-
ðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì íóæíî ó÷åñòü òàêæå
âêëàä âåðõíåãî ïðåäåëà âî âíóòðåííåì èí-
òåãðàëå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, à â âûðà-
æåíèè äëÿ ς  ó÷åñòü êîíâåêòèâíûé ÷ëåí.
Îòâåò:

,
∂ς δ=
∂ ∂ψ

H

t
 ,

∂ψ δ= −
∂ ∂ς

H

t
 ( , ( , ), ).t tψ ≡ ϕ ςr r (4.8)

Óðàâíåíèÿ  ñîõðàíÿþò  âèä  (4.8)  è ïðè
ó÷åòå êàïèëëÿðíûõ ÷ëåíîâ [2b].  Äîïîëíè-
òåëüíîå ñëàãàåìîå â ýíåðãèè èìååò âèä

( )2d 1 ( ) 1 .⊥
α + ∇ ς −
ρ ∫ r

Ãàìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà óðàâíåíèé îçíà-
÷àåò ñèììåòðèþ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî êà-
íîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñêðûòóþ â èñõîä-
íûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâî-
ëÿåò îñóùåñòâèòü âûáîð ïåðåìåííûõ, óäîá-
íûõ äëÿ òðåáóåìîãî àíàëèçà, èñïîëüçóÿ õîðî-
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øî ðàçðàáîòàííûé è âåñüìà îáùèé ïîäõîä.
Ñóùåñòâåííàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèò, îäíàêî,
â íàõîæäåíèè êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
(ò. å., ïî ñóùåñòâó, â êîíñòðóêòèâíîì äîêàçà-
òåëüñòâå ãàìèëüòîíîâîñòè ñèñòåìû). Îáñóæ-
äàâøèåñÿ âûøå ïåðåìåííûå áûëè, íà ñàìîì
äåëå, óãàäàíû àâòîðàìè [2]. Âïîñëåäñòâèè
áûëî âûÿñíåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ñïîñîá ðåãó-
ëÿðíîãî ïåðåõîäà îò îáúåìíûõ ê ïîâåðõíîñ-
òíûì êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì [6g, 5], êî-
òîðûé ìû èçëîæèëè íèæå, è â Ïðèëîæåíèè 1.

Èçâåñòíî, ÷òî â áàðîòðîïíîé æèäêîñòè êà-
íîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè, îïèñûâàþùèìè
ïîòåíöèàëüíîå äâèæåíèå, ÿâëÿþòñÿ ïëîòíîñòü
ρ  è ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ( )ϕ = ∇ϕv  [6a]:

,
δ ∂ϕ= −
∂ρ ∂
H

t           ,
δ ∂ρ=
∂ϕ ∂
H

t

(4.9)

2

d ( ) ,
2

 ρ= + ε ρ 
 

∫
v

H V

ãäå âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ( )ε ρ  ìîæåò âêëþ÷àòü
ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ, íàïðèìåð, îäíîðîäíîå
ïîëå òÿæåñòè, à èç òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ çàâèñèò òîëüêî îò ïëîòíîñòè. Èñïîëü-
çóÿ ýòî, ðàññìîòðèì ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîé
íåîäíîðîäíîé ñðåäû ê äâóì íåñæèìàåìûì
æèäêîñòÿì ñ ïëîòíîñòÿìè 1ρ  è 2,ρ  ðàçäåëåí-
íûìè ðåçêîé ãðàíèöåé ( , ).z t= ς r  Äëÿ ýòîãî
ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå

1 2 1( ) ( ) ( ),f z zρ = ς − ≡ ρ + ρ − ρ Θ ς − (4.10)

ãäå ôóíêöèþ Θ óñòðåìèì ê ôóíêöèè ñêà÷êà

1,
( ) ( )

0, .

ς >
Θ ς − → θ ς − =  ς <

z
z z

z
(4.11)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà èçìåíåíèå ïëîòíîñòè â äàííîé òî÷êå îï-
ðåäåëÿåòñÿ òîëüêî äâèæåíèåì ãðàíèöû ðàçäå-
ëà è îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ( , ).tς r  Óðàâíåíèÿ
ãèäðîäèíàìèêè ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

ñîäåðæàò, êðîìå îáû÷íûõ îáúåìíûõ ñëàãàå-
ìûõ (ðàçëè÷íûõ ïðè zς >  è zς <  â ñèëó ðàç-
ðûâíîñòè )ρ , ñëàãàåìûå ñ ïðîèçâîäíîé ,f ′
êîòîðàÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ñòðåìèòñÿ
ê δ-ôóíêöèè. Ïîñëåäíåå äàåò åñòåñòâåííûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.

Íàïðèìåð, óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïå-
ðåõîäèò â

( ) div 0,zf f
t

∂ς ′ + ∇ς − + = ∂ 
v e v (4.12)

÷òî ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ýêâèâàëåíòíî
óðàâíåíèþ div 0=v  â îáúåìå íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ( )z ≠ ς  è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

d

d zv
t

ς =  íà ðàçðûâå ( 0).z = ς ±

Ïåðåéäåì òåïåðü îò ñòàðîé êîîðäèíàòû ρ
è èìïóëüñà ϕ  ê íîâûì êàíîíè÷åñêèì ïåðå-
ìåííûì, ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû âîçâûøåíèå ς
áûëî íîâîé êîîðäèíàòîé. Âûáèðàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùèé ôóíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò ñòàðîãî èìïóëü-
ñà è íîâîé êîîðäèíàòû ( , ),F ϕ ς  â âèäå

( , ) d ( ),ϕ ς = ϕ ς −∫F V f z (4.13)

ñîâåðøèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (4.11). Òîãäà

2 2 1 1( , ) d d d ,
ς

ς

  ϕ ς = ρ ϕ + ρ ϕ 
  

∫ ∫ ∫F z zr (4.14)

è âàðèàöèÿ ïî ς  äàåò íîâûé èìïóëüñ

[ ]2 2 1 1( ) .
−ς ς

δ = ρ ϕ − ρ ϕ ≡ ρϕ
δς z

F
(4.15)

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà (4.10), (4.11) ñ ïðî-
èçâîäÿùèì ôóíêöèîíàëîì (4.13) ïîçâîëÿåò
ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåí-
íûõ ( , )ρ ϕ  ê ïîâåðõíîñòíûì êàíîíè÷åñêèì ïå-
ðåìåííûì ( , [ ] )ςς ψ ≡ ρϕ  â íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè, êîòîðûå ïðè 1 0ρ →  (ñ òî÷íîñòüþ äî
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ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ )ρ  ïåðåõîäÿò â ïåðå-
ìåííûå Çàõàðîâà ,ς ( , ( , ), ).t tϕ ςr r

Óêàçàííûé ñïîñîá íåïîñðåäñòâåííî
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé âèõðåâîãî äâèæåíèÿ.
Ýòî îáîáùåíèå, à òàêæå ïîâåðõíîñòíûå ãà-
ìèëüòîíîâû ïåðåìåííûå â ìàãíèòíîé ãèä-
ðîäèíàìèêå ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 1.
Â ðàçäåëå 6 ìû ïîëó÷èì ýòè (è áîëåå îá-
ùèå) ïåðåìåííûå, èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï ñî ñâÿçÿìè.

5. Êîìïëåêñíûå íîðìàëüíûå
êîîðäèíàòû

Äëÿ àíàëèçà ñëàáî íåëèíåéíûõ ïðîöåññîâ,
êîãäà åùå ñîõðàíÿåòñÿ èíäèâèäóàëüíîñòü ëè-
íåéíûõ âîëí (âîëíîâûõ ïàêåòîâ), íî óæå ñòà-
íîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè ïðîöåññû èõ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ, ÷ðåçâû÷àéíî óäîáíà àíàëîãèÿ
âîëí ñ ÷àñòèöàìè, êîòîðàÿ íàèáîëåå àäåê-
âàòíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîì ñïåöèàëü-
íîì âûáîðå â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ ëèíåé-
íûõ êîìáèíàöèé êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò
è èìïóëüñîâ. Óêàçàííàÿ àíàëîãèÿ ÷ðåçâû-
÷àéíî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà íå
â êëàññè÷åñêîé, à â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
è òåîðèè ïîëÿ.

×òîáû ïîÿñíèòü ñïåöèôèêó è óäîáñòâî íî-
âûõ ïåðåìåííûõ, ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ëèíåé-
íûé îñöèëëÿòîð (÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü àíà-
ëèç áóäåì ñ÷èòàòü åãî ÷àñòîòó è ìàññó ðàâ-
íûìè åäèíèöå) ñ ãàìèëüòîíèàíîì

2 21
= ( ).

2
+H p q (5.1)

Åãî êîîðäèíàòà q è èìïóëüñ p óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèÿì Ãàìèëüòîíà

,
p

∂=
∂

&
H

q             ,
q

∂= −
∂

&
H

p (5.2)

è äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îòñþäà
îñöèëëÿòîðíûå óðàâíåíèÿ

0,q q+ =&&           0.p p+ =&& (5.3)

Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
�ïîëîæèòåëüíîé� è �îòðèöàòåëüíîé� ÷àñòîò-
íûì âåòâÿì:

( ) .it itq t Ae Be−= + (5.4)

Òàêîå ñâîéñòâî îñöèëëÿòîðíûõ ïåðåìåííûõ
òåñíî ñâÿçàíî ñ ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî èç-
ìåíåíèÿ çíàêà âðåìåíè è âåùåñòâåííîñòüþ
êîîðäèíàòû ( )q t  è èìïóëüñà ( )p t  îñöèëëÿòî-
ðà. Îäíàêî ïðè àíàëèçå âçàèìîäåéñòâèé îñ-
öèëëÿòîðîâ (âîëí) íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîé è
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòîò â îäíîé ïåðåìåííîé  ñòà-
íîâèòñÿ íåóäîáíûì. Ïîýòîìó ÷ðåçâû÷àéíî ïî-
ëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì
ïåðåìåííûì (ðåøåíèÿì òåõ æå ëèíåéíûõ îñ-
öèëëÿòîðíûõ óðàâíåíèé), â êîòîðûõ ðàçäåëå-
íû ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷àñòîòû.
Äîñòèãàåòñÿ ýòî ôàêòîðèçàöèåé ãàìèëüòîíèà-
íà. Ââåäÿ âåëè÷èíó iq , ìû ïîëó÷àåì H â âèäå

ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ( )2 21
( ) ,

2
p iq−  êîòîðàÿ ðàç-

ëàãàåòñÿ íà ñîìíîæèòåëè è îïðåäåëÿåò âûáîð
íîâûõ ïåðåìåííûõ:

1
( ),

2
a p iq= −       

1
( ),

2
a p iq∗ = + (5.5)

ïîñëå ÷åãî ãàìèëüòîíèàí ïðèîáðåòàåò âèä
êâàäðàòà ìîäóëÿ êîìïëåêñíîé âåëè÷èíû a:

.∗=H a a  Ïðè 1ω ≠  äëÿ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ñîáîé ñ÷åòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îñöèëëÿòîðîâ,

,∗= ω∑ j j j
j

H a a   .
2 2

j j
j j

j

p
a q i

ω
= −

ω
(5.6)

Ïåðåõîäó îò ïåðåìåííûõ p è q ê ïåðåìåííûì
a è a* ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâî-
äÿùåå óðàâíåíèÿ (5.2) ê âèäó

,∗
∂= −
∂

&i
i

H
a i

a
(5.7)
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èëè â ñëó÷àå íåïðåðûâíîé ñðåäû:

( , ) .
( , )∗

δ= −
δ

&i
i

H
a t i

a t
r

r
(5.8)

Ââåäåì óäîáíîå â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèå
σ
ia , ãäå .σ = ± Ïî ñóùåñòâó, ìû ââåëè �ñïè-

íîðíûé� èíäåêñ σ , è íàáîð aσ  ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ �ñòîëáöîì�, ïðè÷åì ìíåìîíè÷åñêè óäîá-
íî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå îáîçíà÷àòü èí-
äåêñîì (+), à åãî îòñóòñòâèå èíäåêñîì (�).
Òîãäà óðàâíåíèÿ (5.8) è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí-
íûå ê íèì ïåðåïèøóòñÿ â âèäå:

( , ) .
( , )

σ
−σ
δ= σ

δ
&i

i

H
a t i

a t
r

r
(5.9)

Â ñëó÷àå, êîãäà íåëèíåéíîñòü ñëàáà (èìååòñÿ
ìàëûé ïàðàìåòð, íàïðèìåð, ìàëûé óãîë íà-
êëîíà âîçâûøåíèé â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòíûõ
âîëí è ò. ï.), ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçëîæå-
íèå ãàìèëüòîíèàíà â ðÿä ïî íåëèíåéíîìó âçà-
èìîäåéñòâèþ. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ aσ  ýòî
ðàçëîæåíèå âûãëÿäèò âåñüìà îáùèì è (ñèì-
âîëè÷åñêè) ïðîñòûì:

+ ,= L NLH H H              (2),≡LH H
(3) (4) ,= + +LNLH H H

èëè

(3)
123 1 2 3

1
d d1d2d3

3
∗= ω + δ +∫ ∫H a a V a a ak k kk

(4)
1234 1 2 3 4

1
d1d2d3d4 .

4
+ δ +∫ LV a a a a (5.10)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü

1

3
(3)

1d1... d ..., ,i i
σ

 
≡ δ ≡ δ σ 

 
∑ ∑∫ ∫ k k

(5.11)

1 2 3

1 2 3123 ,σ σ σ≡V Vk k k  1a aσ≡
1k  è ò. ä.

Ìíîæèòåëè 1/3 â (3),H  1/4 â (4)H  âûáðàíû
òàê, ÷òîáû ïîñëå âàðüèðîâàíèÿ èñ÷åçàë ñî-
îòâåòñòâóþùèé êîýôôèöèåíò (3 èëè 4 ñîîò-
âåòñòâåííî), ñâÿçàííûé ñ èñïîëüçîâàííîé
ñèììåòðèçàöèåé â ïðèâåäåííîé âûøå ñèìâî-
ëè÷åñêîé çàïèñè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðè-
îáðåòàþò â ñëàáî íåëèíåéíîì ñëó÷àå âèä:

1 2 2

1 2
d1d2a i a i V a a−σσ σ σ σσ σ− σω = σ ×∫ 1

2 1k k k kq q q q&

( )1 1 2 2×δ −σ + σ + σ + Lk q q (5.12)

(ëåãêî âûïèñûâàþòñÿ è ñëåäóþùèå ÷ëåíû
ðàçëîæåíèÿ).

Ïîëó÷èì êðèòåðèé òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâà-
íèå ê íîâûì íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì a b→
ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì, ò. å. ñîõðàíÿåò âèä
óðàâíåíèé (5.8). Òàê êàê { },b b a=  òî

( , )
( , ) d ( , ),

( , )

σ
′σ σ

′σ
′σ

δ′ ′=
′δ∑∫& &

b t
b t a t

a t

r
r r r

r

è ìû äîëæíû ïðèâåñòè ýòî âûðàæåíèå ê âèäó
(5.8). Ïîäñòàâëÿÿ ,aσ

&  èç (5.9), ãäå H ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèîíàë { }{ } ,H b a  ò. å.

( , )
( , ) d ,

( , ) ( , )

′′σ
′σ

′′ ′σ −σ
′′σ

′′δ δ′ ′ ′′= σ
′′ ′δ δ∑∫&

H b t
a t i

b t a t

r
r r

r r

ïîëó÷èì êðèòåðèé êàíîíè÷íîñòè â âèäå óñëî-
âèÿ äëÿ ñêîáêè Ïóàññîíà (äåòàëüíåå ñì. [1h]):

( , ) ( , )
d

( , ) ( , )

b t b t

a t a t

′′σ σ

′ ′−σ σ
′′σ

′′δ δ′ ′σ ⋅ ≡
′ ′δ δ∑ ∫ r r

r
r r

,,
( ), ( ) ( ) .′ ′−σ σ

′′σ σ
′′−σ σ ′′ ′′≡ = σδ − δ a a

b br r r r

(5.13)

Òåïåðü íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïåðåõîä îò
( , )a tr  ê ôóðüå-îáðàçàì ( )a tk  ÿâëÿåòñÿ êàíî-

íè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ (d � ðàçìåðíîñòü k-ïðîñòðàíñòâà),
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2

d
( ) ,

(2 )
i

da a eσ σ − σ=
π∫ kr

k
k

r

2

d
( ) ( ) ,

(2 )
i

da a eσ σ σ=
π∫ kr

k
r

r r

ôóíêöèîíàëüíûå ïðîèçâîäíûå íîâûõ êîîðäè-
íàò ïî ñòàðûì ðàâíû:

2

1
.

( ) (2 )
i

d

a
e

a

σ
σ

′σσ′σ
δ = δ

δ π
krk

r

Âû÷èñëÿÿ ñêîáêó 
( ), ( )

, ,
a a

a a ′ ′−σ σ

′′σ σ
′′ ′

  k k r r
 íàõîäèì,

÷òî îíà ðàâíà , ( ),′′σ −σ ′′σδ δ −k k  ò. å. òðåáóåìîå
óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Âèäíî, ÷òî íîðìèðîâêà
ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæíà áûòü ñèììåò-
ðè÷íîé. Â ôèçèêå, âïðî÷åì, ÷àñòî èñïîëüçóþò
íåñèììåòðè÷íóþ íîðìèðîâêó. Çàïèøåì, îïóñ-
êàÿ íåñëîæíûå âûêëàäêè, óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ (4.6), (4.7) â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè, èñïîëü-
çóÿ íåñèììåòðè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
(ìíîæèòåëè 2π ñîáðàíû â èíòåãðàëå ïî r):

2

d
( ),

(2 )
iA A e A−≡ ≡

π∫ kr
k k

r
r

(5.14)

( ) d ;= ∫ iA e Akr
k

r k

d ( ) ,ς
−

=ς

∂ϕ = ϕ
∂ ∫ q

z

q t e
z q k q

k

q

( )
d ,ς

−
=ς

δϕ∂ϕ =
∂ ∂∫ q

z

t
e

t t
q

k q
k

q

(5.15)

1

1 2
1

1 2 1 2
2

d d ( ) ,q

z

e ς

− −
=ς

∂ϕ ⋅∇ς = − ϕ ς
∂ ∫ q q k q q

k

q q q q
r

1 2

1 2
1

2

( )
1 2 1 2 1 2

2

( )

d d ( ) .

=ς

+ ς

− −

∇ϕ ⋅∇ς =

= − ϕ ϕ∫
z

q qq q e

k

q q k q q
q q q q

.

Ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ðàâåí

( , , ) d ( , ) d ( ),i i kzz t e z t e e tϕ = ϕ ≡ ϕ∫ ∫kr kr
k kr k k

(5.16)

òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ( )tϕk  � ôóðüå-êîì-
ïîíåíòà ïîòåíöèàëà ïðè 0.z =  Ïðèâåäåì òàê-
æå ñâÿçü ϕk  è ôóðüå-êîìïîíåíòû ïîòåíöèàëà
ñêîðîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ς  (ïîñëåäíÿÿ
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ïåðåìåííîé)

( )( , ) , ( , ),t t tψ = ϕ ςr r r :

2

d
( ) ( , ) d ( ) .

( )
i qt e t t e− ς

−
ψ = ψ = ϕ

π∫ ∫kr
k q k q

r
r q

2

(5.17)

×òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äëÿ ψk  è ςk

ñ ó÷åòîì êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ èñïîëü-

çóåì ðàçëîæåíèå ,ς
− −−

= δ + ς +Lqe qk q k qk q

ïîñëå ÷åãî èìååì èç (5.15) � (5.16):

11 1( ) d .−ϕ = ψ − ψ − ς +∫ Lqt q
1k k q kq

Îêîí÷àòåëüíî:

1 21 2

1
d d

2
g

t

∂ψ
+ ς = ψ ψ ×

∂ ∫k
k q qq q

1 2 1 2( ) ( ),q q× + δ − −1 2q q k q q

(5.18)

1 21 2d dk
t

∂ς + ψ = ψ ς ×
∂ ∫k

k q qq q

1 2( ) ( ).kq× − δ − −1kq k q q

Ïðèâåäåì êâàäðàòè÷íóþ ÷àñòü ãàìèëüòîíèà-
íà, âûðàæåííóþ ÷åðåç ψk  è :ςk
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0
2

0

1
d ( ) d d d

2

ς

−∞

= ∇ϕ + =∫ ∫ ∫ ∫LH z zgzr r
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π= ψ ψ + ς ς∫ q q q qq (5.19)

Ïåðåéäåì òåïåðü îò ψk  è ςk  ê êîìïëåêñ-
íûì íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì è âû÷èñëèì
�ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû� äëÿ ñèñòåìû (5.18).
Îòëè÷èå îò (5.6) ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíûå
�êîîðäèíàòà� è �èìïóëüñ� òåïåðü êîìïëåêñ-
íûå è ñâÿçü èìååò âèä:

( ),k a a∗
−ς = γ +k k k   ( ).ki a a∗

−ψ = − β −k k k (5.20)

Îòâåò [2]:

d ,∗= ω∫H a aq q qq       ,gqω =q      V
q

ω≡

(5.21)
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+ σ σπ= β β β ∑ q q

(5.22)

×òîáû âû÷èñëèòü �ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû� 1234V
äëÿ ñèñòåìû (4.6) � (4.7) íóæíî ïðîâåñòè çíà-
÷èòåëüíî áîëåå ãðîìîçäêèå âûêëàäêè, ðåçóëü-
òàò êîòîðûõ ïðèâåäåí â [2]. Ñì. òàêæå Ïðè-
ëîæåíèå 2.

6. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñî ñâÿçÿìè
è ââåäåíèå ãàìèëüòîíîâûõ

ïåðåìåííûõ

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðèíöèï íàèìåíüøå-
ãî äåéñòâèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â òàêîì âèäå, ÷òî
ïîçâîëÿåò ââåñòè ãàìèëüòîíîâû ïîòåíöèàëû
â îáúåìå êàê ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè ïðè ñâÿ-
çÿõ, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî âàðèàöèîí-

íûé ïðèíöèï ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âûâîäà óðàâíå-
íèé. Ìû æå áóäåì ñ÷èòàòü óðàâíåíèÿ (èëè
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûå, ïî ñóùåñòâó, ýê-
âèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ) èçâåñòíû-
ìè è áóäåì èñïîëüçîâàòü èõ êàê ñâÿçè äëÿ
îòûñêàíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ.
Ïðè òàêîì ïîäõîäå ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè ïðè
ñâÿçÿõ îêàçûâàþòñÿ íè ÷åì èíûì, êàê ãàìèëü-
òîíîâûìè ïåðåìåííûìè (ÃÏ). Îòìåòèì, ÷òî
òàêîé ïîäõîä ïëîäîòâîðíî èñïîëüçîâàëñÿ Äè-
ðàêîì â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå, à ïðèìå-
íèòåëüíî ê ñïëîøíûì ñðåäàì � ñïîðàäè÷åñêè â
îòäåëüíûõ ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò îòìå-
òèòü ðàííþþ ðàáîòó Äàâûäîâà [6b]. Èçëàãàåò-
ñÿ òàêæå ñïîñîá âûâîäà ýòèì ìåòîäîì ïîâåð-
õíîñòíûõ ÃÏ (êàê åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñ-
ëîâèé âàðèàöèîííîé çàäà÷è). Îí ÿâëÿåòñÿ áî-
ëåå îáùèì, ÷åì îïèñàííûé âûøå ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä îò ãàìèëüòîíîâûõ ïåðåìåííûõ â ïëàâ-
íî íåîäíîðîäíîé ñðåäå ê ðàçðûâíûì òå÷åíè-
ÿì. Îáà ïîäõîäà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è â
äðóãèõ ñëó÷àÿõ: ìàãíèòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà,
ïëàçìà, ìàãíåòèêè, ñâåðõòåêó÷àÿ [12a] èëè
ðåëÿòèâèñòñêàÿ [12b] ñðåäà è ò. ï.

Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñî ñâÿçÿìè
Îáúåìíûå ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äîëæ-

íû áûòü ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì ãèäðîäè-
íàìèêè èäåàëüíîé æèäêîñòè:

d
,

d

p

t

∇= − +
ρ

v
g (6.1)

div 0,
t

∂ρ
+ ρ =

∂
v (6.2)

d
0,

d
=

s

t
      

d
( ).

dt t

∂
≡ + ∇

∂
v (6.3)

Áóäåì ïîëó÷àòü èõ èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé
ïðèíöèï äëÿ äåéñòâèÿ:

d min,= =∫ tLA  d ,= ∫L rL  
2

= .
2

ρ −ρεv
L (6.4)


